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Avant-propos

Cet aide-mémoire expose toutes les méthodes théoriques et pratiques
permettant de réaliser des calculs de résistance des matériaux.

Le lecteur y trouvera les fondamentaux notamment, avec les rappels des
notions et méthodes de base, des formulaires sur les poutres, les por-
tiques, les plaques et les coques ainsi qu’un chapitre donnant les éléments
essentiels a connaitre dans le domaine du calcul dynamique. De nombreux
exemples et études de cas viennent illustrer chaque méthode permettant de
limiter le recours et la mise en ceuvre des logiciels de calcul aux situations
véritablement complexes.

Entierement actualisée et corrigée avec un souci de cohérence des nota-
tions, cette 10°¢ édition propose une nouvelle mise en pages pour faciliter
la lecture. Les conventions adoptées restent inspirées du domaine du
génie civil (travaux publics, constructions en béton armé...) et présentent
en conséquence des différences de signes et de notations avec celles du
génie mécanique. Un minimum d’attention permettra néanmoins de s’y
retrouver aisément.

Cet ouvrage constitue un support de travail indispensable aux ingénieurs
et techniciens en activité et sera également une référence utile aux étudiants
du domaine.

Les auteurs
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Principales notations et conventions de signes

Les principales notations et conventions de signes rencontrées dans le
présent ouvrage sont indiquées ci-apres :

Efforts extérieurs

force, charge concentrée Pou F

F : force, charge concentrée
couple concentrée

: charge répartie

sens de parcours

P,

p

C :couple concentré
c :couple réparti

R

réaction d'appui R

: réaction d’appui

Eléments de réduction des forces de gauche

M_ AV V  : effort, tranchant
/ 1| _sens de parcours N : effort normal
\ N M  : moment de flexion
T : moment de torsion
fibre tendue - mome € torsio
Déformations
y’ x  :translation parallele au sens
de parcours
y  :translation perpendiculaire
Pl ittt au sens de parcours
: sens de parcours , _
yT ; > y' irotation
LI

Xl
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Contraintes

et deformations

1.1 Deéfinitions

La Résistance des Matériaux a pour objet I’étude de Iéquilibre externe et
interne des solides constituant les constructions. Elle s’applique principale-
ment aux poutres solides comportant une dimension longue devant les
deux autres transversales. La ligne moyenne d’une poutre supporte la
succession de ces sections droites transversales.

résultante générale

ligne moyenne ‘ T
)

-
—

. ¥ contrainte

moment résultant

Figure 1.1

Cette étude nécessite, d’'une part la vérification de I’équilibre statique,
d’autre part la recherche des valeurs des contraintes et des déformations
propres subies par un corps donné, soumis a un systeme de forces




Theéories de base en domaine élastique

extérieures ; parmi ces forces sont comptées les charges permanentes
(comprenant en particulier, le poids propre du corps négligé parfois
devant les autres charges prépondérantes notamment pour les corps de
faible masse), les charges variables dans le temps et les réactions d’appui
(ou forces de liaison) nécessaires a I’équilibre du corps.

Forces intérieures et contraintes

Dans toute section pratiquée dans un solide et en tout point, les forces
intérieures et les contraintes X (forces par unité de surface) peuvent
étre déterminées, dans certaines hypothéses énoncées ci-aprés, a par-
tir de la résultante générale et du moment résultant des forces exté-
rieures ; ces deux éléments de réduction se décomposent, au point de
calcul situe au centre de gravité de la section G, en I'effort normal (N)
perpendiculaire au plan de la section, I'effort tranchant (V) agissant
dans le plan de la section, le moment de flexion (M) dans le plan de
la section et le moment de torsion (T) perpendiculaire au plan de la
section.

On distingue pour une contrainte X en un point, les composantes nor-
male o et tangentielle T a la section droite.

Hypotheses et principes de base

de la résistance des matériaux

1) Les déformations du corps sont supposées tres petites et sans
influence sur lintensité et la direction des forces appliquées, et sur
les conditions d’équilibre du corps (sauf notamment dans I'étude
des corps sur appuis élastiques et dans I’étude du flambement).

2) Entre deux sections voisines d’une piéce prismatique, les variations
de forme et d’étendue de section sont supposées étre trés progressives.
3) La section droite (perpendiculaire a la fibre moyenne) d’une piece
prismatique reste plane apres I'application des forces sur la piece ;
c’est 'hypothese de Navier-Bernoulli.

4) Dans le domaine de I'élasticité de la matiére, les déformations
sont proportionnelles aux contraintes ; c’est la loi de Hooke.
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Contraintes et déformations

5) La généralisation de la loi de Hooke conduit au principe de super-
position des effets des forces, selon lequel 'effet produit par un ensem-
ble de forces est égal a la somme des effets produits par chaque force
considérée isolément.

6) Les contraintes, et par suite les déformations, dans une région
éloignée des points d’application d’un systeme de forces (y compris
des forces de liaisons), ne dépendent que de la résultante générale
et du moment résultant de ce systeme de forces ; C’est le principe
énoncé par Saint-Venant.

1.2 Effets produits par 'effort
normal : traction et
compression simple

Soit une piece homogene de section constante présentant une aire €,
uniquement soumise a un effort normal N (traction ou compression) ; la
contrainte normale (de traction ou de compression) est égale a

o= (1.1)

Les fibres longitudinales de la piece subissent un allongement ou raccour-
cissement unitaire égal a

._ A o _ N 1
Ty E QF (1.2)

E est appelé module d’élasticité longitudinale ou module d’Young.

Simultanément, la dimension transversale b de la piece subit une variation
relative

— =—V— =—Vi (1.3)
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» v est un coefficient sans dimension, appelé coefficient de Poisson.
» Les valeurs de E et v sont variables suivant la nature des matériaux.

» Notons que pour un matériau homogene, isotrope et incompressible :
v < 0,5.

1.3 Effets produits par le moment
de flexion

1.3.1 Flexion plane simple

Considérons une poutre droite a plan moyen, fléchie dans son plan de symé-
trie, soumise uniquement a un moment de flexion M, porté par 'axe Gz

On démontre que la section subit des contraintes normales dont la valeur
est donnée par I'expression :

My

o= (1.4)

I désignant le moment quadratique de la section par rapport a 'axe Gz.

Le diagramme des contraintes est linéaire et présente des valeurs maximales
sur les fibres les plus éloignées de 'axe Gz ; en flexion plane simple, I’axe
neutre qui correspond aux fibres ne subissant aucune contrainte, est
confondu avec Gz.

(@)

OG=R o(y)

0]
[ﬁé
x

@®

@
g

dx dx

Figure 1.2
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Contraintes et déformations

Dans le cas de la figure 1.2, la contrainte maximale de compression
est égale a M1 ; la contrainte extréme de traction est égale a —M / I
yl

I/ I/ ) )
~ et — sont les modules de flexion de la section.
v v

P I I , .
Les valeurs caractéristiques /, — et — sont données au chapitre 2 pour les
v v

sections les plus courantes.

La déformation se traduit par une rotation relative des sections Set S’ :

M
do = I dx (1.5)
La fibre moyenne ne subit aucune variation de longueur. Le rayon de
courbure de la fibre moyenne déformée est :

:Ezﬁ (1.6)

Lorsque le moment de flexion est constant, la poutre de moment quadra-
tique constant, initialement droite, prend la forme d’un arc de cercle ;
dans ce cas la flexion est dite circulaire.

1.3.2 Flexion deviee

Lorsque 'axe du moment de flexion M ne coincide pas avec I'un des axes
dits principaux de la section, la flexion est dite déviée. Les axes principaux
sont les deux axes perpendiculaires de la section autour desquels les
moments quadratiques sont extremums. Tout axe de symétrie est axe
principal. Dans le cas d’une flexion déviée, on décompose le moment
M en ses composantes M et M, suivant les axes principaux de section ;
puis, en appliquant le principe de superposition, on obtient la contrainte
normale au point de coordonnées (y, z) :

sz . Myz
L (1.7)

()':
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[’axe neutre passe par le centre de surface de la section ; il est défini par
I’équation précédente dans laquelle on écrit ¢ = 0.

Lorsque la section est repérée dans un systeme d’axes Gx'y’z’, avec Gx'
tangent a la ligne moyenne et Gy’,Gz’ quelconques dans le plan de la section
droite, les axes principaux Gy et Gz sont repérés par 'angle a tel que :
2[}; rz!

tan 200 = —————
[z’ - [y’
Les moments quadratiques principaux ont pour valeurs :

Iy = Iy cos?o + Iz sin00 — Iy'z sin 200

I, = % sinfol + I’ cos?o + [y’z’ sin 20

1.3.3 Flexion composeée (ou flexion plane)

Lorsque le moment de flexion M est accompagné d’un effort normal N, la
section est soumise a la flexion composée (ou flexion plane).

Toujours par application du principe de superposition, on trouve que la
contrainte au point de coordonnées (y, z) est égale a :

G = ﬂ Mz_y . MyZ

(1.8)

L’axe neutre est défini par I’équation précédente dans laquelle on écrit
o = 0; on voit qu’il ne passe plus par le point G.

Le systeme des forces appliquées a la section est équivalent a une force
unique qui passe par un point C, situé dans le plan de la section, appelé
centre de pression, et dont les coordonnées sont :

M
.yl_N 1 N

Avec ces nouvelles notations, I’équation de I’axe neutre peut s’écrire :

1
L, I, Q (1.9)
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Contraintes et déformations

Il apparait donc que les coordonnées du centre de pression suffisent a
déterminer I’axe neutre.

Lorsque le centre de pression se trouve a I'intérieur d’un domaine carac-
téristique de la section, appelé noyau central, 'axe neutre est extérieur a
la section et les contraintes sont toutes de méme signe sur toute I’étendue
de la section ; lorsque le centre de pression se trouve sur la frontiére de ce
domaine, ’axe neutre est tangent au contour de la section ; lorsque le centre
de pression se trouve hors du noyau central, I’axe neutre coupe la section et
les contraintes, de part et d’autre de cet axe, sont de signes contraires.

Nous préciserons au chapitre 2, pour les sections courantes, la forme et les
dimensions du noyau central.

Cas des mateéeriaux dont la réesistance

a la traction est nulle ou négligeable :

maconnerie, béton non armé, base d’appui d’'une fondation sur le sol.

Dans ce cas, lorsque le centre de pression sort du noyau central, il n’est
plus possible d’utiliser la formule (1.8). Les tables de calcul utilisables
pour les sections rectangulaires, circulaires ou annulaires se trouvent a
la fin du chapitre 2.

Cas particulier de la section rectangulaire

soumise a la flexion composée non deéviee.

L’application de la formule (1.8) conduit, avec :
My:(), MZ:Nyl et [z:_

aux contraintes suivantes :

n L N GMZ N al
aréte la plus comprimée o = — + S = 1+ 6— (1.10)
bh bh Q
aréte opposée O = — = — |1 =06 .
PP b b Q b
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b
6

le centre de pression est hors du noyau central et des contraintes de
traction apparaissent dans la section.

cette derniére contrainte s’annule pour Y1 = _, ;si y, est supérieur a o

yll
N N |
h
h G_g > 7 —_—— _yl__ e el e e e i 3(5_y1)
é v
Y
- b
Figure 1.3

Dans ce cas, les formules (1.10) et (1.11) ne sont plus applicables a un
matériau ne résistant pas a la traction ; la résultante des contraintes de
compression devant coincider avec le centre de pression, la hauteur de

section comprimée est égale a 3[3 — le ; la contrainte sur la fibre la
plus comprimée est :

G- 2N
31;(/; —yl) (1.12)
1.4 Effets produits par 'effort

tranchant

Relation entre moment de flexion

et effort tranchant

Considérons la poutre droite envisagée dans I'étude de la flexion ; on
démontre que dans une section de la poutre, ou n’agit pas de charge
concentrée ou de couple extérieur, 'effort tranchant V est lié au
moment de flexion par la relation :

dM _

= -y .
o (1.13)

10
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1.4.1

Hypothese simplificatrice

Contraintes et déformations

Valeur de la contrainte de cisaillement
y y A
y W
T
s b __\ T G Gs
> 7 Gc 'G' L > X
d
dx v
8 S’ 8 S’
‘dx
Figure 1.4

En raison de sa répartition complexe suivant le type de section, on
suppose communément qu'en tout point de la section droite, la
contrainte de cisaillement T est parallele a Gy et que sa valeur ne
dépend pas de z. Si par ailleurs on pose :
b = largeur de la section au niveau o1 'on calcule t
m = moment statique par rapport a Gz de la partie de la section
située au-dessus du niveau considéré

I = moment quadratique de ’ensemble de la section par rap-
port a Gz,
on trouve que la contrainte de cisaillement est égale a :
Vim
T=—— 1.14
7 (1.14)

Lhypothese simplificatrice reste trés satisfaisante pour les sections
massives. Ce n’est pas le cas des sections a parois minces.

Selon le théoreme de Cauchy, la contrainte de cisaillement longitu-
dinale, c’est-a-dire dans le plan horizontal, a la méme valeur que la
précédente.

1
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Leffort de glissement longitudinal par unité de longueur de poutre, au
Vi

niveau considéré, est donc égal a

La contrainte de cisaillement est maximale a un niveau qui dépend
de la forme de la section.
Pour chaque forme de section, on peut définir une section réduite Q'

telle que le rapport Kl fournit la valeur de la contrainte de cisaille-
ment maximale.

1.4.2 Deéformation produite par ’effort
tranchant

Elle se traduit par un déplacement relatif de deux sections voisines S et
S', distantes de dx, correspondant a une translation dv parallele a Ieffort
tranchant, telle que :

dv 14

dx G (1.15)

G est le module d’élasticité transversale (ou module de Coulomb), sa
valeur est (matériaux isotropes) :

5

C=50+v

(1.16)

Q est la section réduite a prendre en compte pour le calcul de la défor-
mation d’effort tranchant.

Lesvaleurs de Q' et Q1 sont données au chapitre B, pour certaines sections
usuelles.
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Contraintes et déformations

1.4.3 Poutre ne possedant pas de plan moyen
de symeétrie parallele a Peffort tranchant.
Centre de torsion

Centre de torsion

Lorsqu’une section symétrique par rapport a Gz n'admet pas Gy comme
axe de symeétrie, les éléments de réduction qui résultent des contraintes
de cisaillement produites par un effort tranchant V paralléle a G, com-
portent un moment résultant nul non pas au centre de surface G mais en
un point C situé sur I'axe G, appelé centre de torsion.

YA
v = - -

: |

A
< ::G >z
o !

+-1—--1~-1-—-1~]

Figure 1.5

Si les forces extérieures sont situées dans
le plan parallele a Gy passant par le centre
de torsion, la résultante des contraintes
de cisaillement est équivalente a I'effort
tranchant ; sinon, avec les conventions
habituelles (calcul en G), un moment de
torsion parasite apparait dans la poutre,
et les contraintes de cisaillement corres-
pondantes doivent étre superposées a
celles qui résultent de la formule (1.14).

La position du centre de torsion pour certaines sections particulieres, est
donnée ci-dessous :

Figure 1.6

13
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5 _ bhe

_ 1.18
d !7[1+[2 (1.17) d T, (1.18)

I, et I, sont les moments qua- [estle moment quadratique de
dratiques des ailes inégales de la section totale, par rapport a
la poutrelle, par rapporta z'z. z'z

Pour les fers cornieres et pour les fers en T, le centre de torsion se trouve
sensiblement a 'intersection des axes des ailes, ou de I'aile et de 'ame.

C C.

==

Figure 1.7

1.4.4 Effort tranchant fictif dans les poutres
de hauteur variable

En flexion plane simple, on peut calculer les contraintes de cisaillement, a
partir de Ieffort tranchant fictif :

y oy — 2Mana (1.19)
b
V'] < |V] V'] > V|
% "
o M~ A h| " 4l a
o N N a
(S) (S)
Figure 1.8

14
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Contraintes et déformations

L’effort tranchant est réduit en valeur absolue, quand la valeur absolue
de M augmente en méme temps que la hauteur # ; il est augmenté dans
le cas contraire. Dans le premier cas, V' est désigné par le nom d’effort
tranchant réduit.

1.5 Effets produits par le moment
de torsion

Considérons une poutre de section circulaire pleine ou évidée, soumise a un
moment de torsion 7.

Dans la section §', la contrainte de cisaillement au point P est perpen-
diculaire au rayon G'P et proportionnelle a la distance G'P = r; elle est
donnée par :

1= N (1.20)

Le déplacement relatif de deux sections voisines S et S” distantes de dx est
une rotation de df autour de 'axe Gx du moment de torsion, on a :

o__ 7

G est le module d’élasticité transversale (se reporter a la formule 1.16).

VA

S A~
/ \': &

A
Y

k")
Iy

o

0

>
'y

y
(o,
i 4
G

Figure 1.9
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4
: i, . b 5 : :
J estle moment quadratique polaire, égal a ~, Ppourunesection circulaire

T ; ;
de rayon R et a E(Rf — Rf) pour une section annulaire.

Dans le cas d’une section de forme quelconque, le calcul doit tenir
compte du gauchissement des sections. | est alors qualifié de constante
de torsion.

1.5.1 Section rectangulaire

Sie<b: Ya
. 4
max 1.22
klbez ( ) b tmax* +T max__ 4
do r
== (1.23) |
dx Gl?zbe e .
Figure 1.10

k, et k, sont fonction du rapport é; les valeurs de ces coefficients sont

données par le tableau ci-dessous, tiré du Cours de Résistance des Matériaux
de M. Courbon.

b/e 1 12 155 2 25 3 4 5 10 %0
0,208 0,219 0,231 0,246 0,258 0,267 0,282 0,291 0,312 1/3

lk'l
4N 0,141 0,166 0,196 0,229 0,249 0,263 0,281 0,291 0,312 1/3
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Contraintes et déformations

1.5.2 Section rectangulaire étroite

- b f o V4 7 »
Si < =% les formules précédentes s’écrivent :

37
Tmax — 5—2 (1.24)
¢
H__ 3T3 (1.25)
dx Gbe
1.5.3 Profilés minces ouverts
T2 T2
dans ’ame L y: | Ie _—1_ =
2 To 2
37¢
Py = “a (1.26) Ty ATy b, oy Aty by
: i} 3 i .
brej + 2by¢65 ' =
->T.2 \32 ; j‘62
dans laile P - -
e (1.27)
1:2 - W ’
max ble? + 25263 Figure 1.11
) do 37
déformation d_ = — (1.28)
X

3 3

1.5.4 Tube mince ouvert

Les formules sont les mémes que pour la section /
rectangulaire étroite. .

Figure 1.12
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1.5.5 Tube mince ferme

On démontre que le flux de cisaillement est
constant :

Te =Te' =D (1.29)

S étant ici 'aire limitée par la ligne moyenne
ILona:

Figure 1.13

1= 25, (1.30)

2
et: de:—l avec [ = 45

e G Idy
1_,6

(1.31)

Si e est constant et si L est la longueur de la fibre moyenne, alors :

_ 45%e
L

] (1.32)

1.6 Représentation des contraintes

Cercle de Mohr

On considére en un point O du corps la contrainte qui agit sur une facette
plane P passant par ce point, et dont l'orientation est variable. On repré-
sente la contrainte par un vecteur O dans le plan contenant ce vecteur
et la normale On a la facette P.

Le vecteur contrainte est porté par la normale lorsque la facette P coin-

cide avec une des faces principales.
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Figure 1.14

Portons sur la normale les contraintes principales N, N,, N, et construi-
sons les cercles C, C, et C, ; on démontre que I'extrémité X du vecteur
contrainte est toujours située a l'intérieur de l'aire hachurée ou sur son
contour.

Le cercle C, construit sur les contraintes principales extrémes est appelé
cercle de Mohr ; 'ensemble des trois cercles forme le tricercle de Mohr.

Les composantes normale et tangentielle de la contrainte sont données par :

N, + N3 N3 — N,
- 2

o cos 20 (1.33)

7= Tlsin%) (1.34)

Figure 1.15
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Proprieéte du cercle de Mohr

Lorsque la facette P tourne autour de 'axe principal intermédiaire,
le point X décrit le cercle de Mohr et si la facette tourne d’un angle
o a partir de la facette principale sur laquelle s’exerce la plus grande
contrainte principale N, le rayon du cercle de Mohr tourne de
I'angle 2.

Construction du cercle de Mohr

On a souvent besoin de construire le cercle de Mohr a partir des
contraintes connues O, O, T, repérées par rapport a deux axes rec-
tangulaires Ox, Oz, les directions principales faisant avec Ox les

angles g et ¢ + g, @ étant tel que :

27y
tan2e = ———
O3 (O8]

Figure 1.16

Les contraintes principales sont alors :

0] + 03 O3 — O] 1

N, = . 1.
: 2 2 0520 \1.33)
0] + 03 O3 — O] 1
N3 = . )
- 2 B 2 cos 2¢ 1.8%)

20
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Pour un accroissement donné des sollicitations, la matiere peut sortir en O
du domaine élastique ; il se produit un glissement d’'une facette passant par
O sur une facette voisine.

La contrainte sur cette facette est représentée par le vecteur O d’obliquité a.

Figure 1.17

Lorsque l'on fait varier les sollicitations, le lieu du point £ est une courbe
symétrique par rapport a On, qui est 'enveloppe des cercles de Mohr corres-
pondants a la plastification, ou a la rupture. Cette courbe est la courbe
intrinséque relative au matériau considéré.

Un cercle de Mohr étant tangent en X et =’ a la courbe intrinséque, la facette
P suivant laquelle s’effectue le glissement de déformation permanente, fait
avec le plan principal N,ON, I'angle % ou — %

On obtient une bonne approximation de la partie généeralement utile de la courbe
intrinséque relative a un matériau en tracant les tangentes aux cercles de
Mohr correspondants aux situations de traction et de compression simples.

1.7 Contraintes d’équilibre d’un massif

B Cas 1 : contraintes le long d’une paroi verticale soutenant un mas-
sif semi infini de poids volumique w, d’angle de frottement ¢, limité
par un plan incliné de ’angle 3 sur I’horizontale ; une charge répar-
tie p par unité de surface libre est appliquée.

21
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(wz + p)coszq) P
f= 2
(cos B+ \/sinz(p — sin’P
r p
n = fcosf3
t = fsing
! B
n )
'
t
Cas particulier, p = 0
nzf:(wz—kp)tanz(g—gj V2
& Figure 1.18
=10
. a J P

B Cas 2 : Contraintes le long d’'une paroi
verticale soutenant un massif semi infini — A
limité par un plan horizontal ; une charge > 38P v3
linéaire P verticale est appliquée a une é-% .
distance a de la paroi. '

R
®

2P612 z 7 Y

n= n(dz 4 zz)z p g p
- 2Paz® 2na 2na
- Tl:(az + 22)2

_ 2P our 2= £

Mmax = g P \/g t vzﬂ

Imax = L pour z=a Figure 1.19

2Ta '

B Cas 3 : Contraintes a un niveau donné caractérisé par z, d'un mas-
sif semi infini a surface libre horizontale et soumis a ’action d’une
charge linéaire P verticale.

n et t représentent respectivement les contraintes normale et tangen-
tielle dans le plan horizontal de niveau z.

22
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_ 2P pour y =0 Figure 1.20

3P\3

& — our }} :‘i‘i
e Smz P B \/5

1.8 Verification de la securite offerte
par une construction

La méthode dite aux contraintes admissibles consiste a vérifier qu’en
tout point de la construction, les contraintes calculées suivant la théorie
élastique, sous l'action des sollicitations de service combinée de la
maniere la plus défavorable, restent égales ou inférieures aux contraintes
admissibles obtenues en divisant les résistances conventionnelles élastiques
ou de rupture des matériaux par des coefficients de sécurité appropriés et
dépendant de la nature des contraintes et des sollicitations.

La méthode dite aux états limites permet de s’assurer que la construction
présente une sécurité suffisante vis-a-vis de sa mise hors-service ; une
construction est mise hors-service lorsque I'un ou plusieurs de ses
éléments cessent de remplir la fonction pour laquelle ils ont été congus,
par déformation élastique ou plastique excessive, fissuration excessive,
rupture, déplacement anormal.

23
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Regles et criteres

On se référera prioritairement aux régles normalisées de la zone
géographique de la construction (Eurocodes, Regles béton armé...),
a défaut aux criteres usuels de limite élastique de la résistance des
matériaux qui définissent en tout point de la section une contrainte
équivalente en cas d’action combinée de contraintes normales et
tangentielles. Parmi ces criteres appliqués aux poutres, on retiendra
notamment les critéres suivants (dont on donne le comportement
mécanique supposé pour le matériau) :

— Tresca (hypothese : Reg/Re = 0,5, valable pour les aciers doux,

alliages d’aluminium...)

Opg = \f(rz + 472 (1.37)

— Von Mises (hypothese : Ree/R, = J3/3, valable pour les aciers de
construction en général)

oy = 0% + 372 (1.38)

Nota : R, et R _sont respectivement les contraintes de limite élastique
en traction et cisaillement du matériau. Les critéres restent perti-
nents dans toutes les situations de contraintes uniquement dans le
cadre de I'hypothése annoncée.

Dans cette méthode aux états limites, le coefficient de sécurité est déterminé
par le rapport entre la sollicitation correspondant a la mise hors-service
de I'ouvrage et la sollicitation correspondant aux charges et surcharges
prévues en service ; a chaque critere de mise hors-service correspond un
coefficient de sécurité propre.

Pour les pieces soumises a des efforts alternés répétés un grand nombre
de fois, la rupture peut se produire méme dans le domaine élastique
apparent.

Le domaine élastique vrai ou domaine d’endurance peut étre déterminé
expérimentalement ; on admet que la contrainte qui n’a pas provoqué de
rupture apres 10° répétitions est voisine de la limite d’endurance.
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— Moment statique d’'une section d’aire Q par rapport aux axes O_ et 0,
y 4

dQ My = jdeQ (2.1)
de méme :
y
= Q
» my jgxd (2.2)

Figure 2.1

— Centre de surface : les coordonnées du centre de surface G par
rapport aux axes O, et O sont :

My . _mx
gxzﬁ ’ g)’_ﬁ

— Le moment quadratique d’une section d’aire Q par rapport a I'axe Ox

(2.3)

est:
" do 2
§ I, = _[Qy dQ (2.4)
de méme:
y
,
N = 2 2.
5 . x I IQx dQ (2.5)
Figure 2.2
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— le moment produit est :
Iy = | wdQ (2.6)

— le moment quadratique polaire est :

Iy = [ r2dQ =1+ 1 (2.7)

— le rayon de giration de I'aire Q autour d’un axe quelconque Ou est
la longueur p, telle que :

Pu= 0 (2.8)

Consequences d’un changement d’axe

YA
A A miy = my — Qd (2.9)
gl g (d est a prendre en valeur
” > X" algébrique).
o 4 4 > X
Figure 2.3

0
U

I; =1 —Q(g?2 — ¢g'2) (2.10)

Silaxe x' passe par G :

et
C :‘:\L:J:I:E ( Z

, [g = [, — ng =1, — My & (2.11)
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Caractéristiques des sections transversales des piéces prismatiques

2.1 Caracteristiques des sections
les plus usuelles

(Avec les notations définies au chapitre 1 et ci-dessus.)

2.1.1 Rectangle

B Flexion Y’T YT
3 2 A
12 v v’ 6 hl — L X
P
TR T T 6 ' | —
bh3 b3 i b ]
[ ¢y = — = —
* 3 Iy 3
Figure 2.4

Le noyau central est limité par un losange ayant pour centre le point G, et

dont les diagonales ont pour longueur g et

g.
m Effort tranchant
,_ 2 _5
Q=3 Q= th
2.1.2 SectionenT
Q:(é_b’)e'i_é’/? x; < b x:
_ 1 N2 172 Vy X £ h
mxf—j(b—b)e + b'h o G_f“
Lo =t - ) + 03| o
My Figure 2.5
v = I, = Lo — myv
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Les deux tableaux qui suivent le paragraphe 2.1.6 permettent le calcul de

L. I, v
p o et —

v v h

pour les sections en T.

2.1.3 Triangle

W LW LW

T3 v 24 » 12 h
3

J _W o=
12 = 3

Figure 2.6

Le noyau central est limité par un triangle, déduit du contour de la section

par une homothétie de centre G et de rapport 1

Z.
2.1.4 Losange
Y Y
;b L L bh
Y48 v v 24
i h ._._x.
r_ 8
b 4Q =50
2
QI _@ Q A
31
b >
Figure 2.7

Le noyau central est limité par un rectangle ayant pour centre le point G

et dont les cotés ont pour longueur % et %
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Caracteristiques des sections transversales des piéces prismatiques

2.1.5 Trapeze

h
=5 (B+10) hib f

-
[2193(32+4Bb+52) " G v‘
36(B + b) o ittt =SS "SR I-
V!
_h[2B+0 L B
3\ B+ b
Figure 2.8
v,:ﬁ B+ 2b
31 B+ 54
Q'=é(B+b)
3
2.1.6 Cercle
4 7 R3
I _ TR & T et ———
o 4 v 4

R
rayon du noyau central = —-.
4 Figure 2.9

Les valeurs de Q', Ql et Ip sont données a la suite des tableaux 1 et 2
suivants.

29




elastique

ine

de base en doma

-

eories

=
-

v1E0
6LE0
€2€'0
82€°0
rEE'0
6EE0
S¥E0
2s€0
6S€°0
99¢°0
vZ€°0
€8€°0
€6£°0
rOv 0
91¥'0

v1E0
8LE0
€2€'0
62€°0
rEE0
0ve'o
VAZ )
€S€°0
19€°0
69€°0
LLE°0
98¢0
96£°0
L0¥'0
6L70

LIE0
2ze’o
8CE'0
€€€°0
6€€°0
9v€'0
Zseo
6S€°0
29€°0
SLE0
¥8€°0
€6€°0
€0v'0
ELr'o
§2r°0

L2€°0
€€€0
8EE0
v¥E0
0S€°0
9S€°0
€9€°0
0££°0
8/€'0
98€°0
¥6£°0
€0r'0
AR A0
€er'o
EEV0

9¥¢°0
LSE'D
95£°0
29€°0
89¢°0
vZ€°0
L8E0
88€°0
S6€°0
20v‘0
0L¥'0
8L¥'0
92+‘0
SEV'0
Sti°0

29€'0
L9E°0
€2€°0
82€'0
v8€°0
68€°0
S6£°0
2010
80%°0
SLY0
2evo
62¥°0
LEV'O
Sv¥'0
€S0

9/¢°0
18E°0
98¢'0
L6£'0
96£°0
200
L0¥°0
€10
6170
SZr0
LEY'O
8EV'0
Svi'0
Zsv'0
6S¥°0

€6£°0
L6E'0
20%'0
900
L1t
91¥'0
12+'0
920
L€V 0
LEV'O
vy’
8¥t'0
vSt0
09%°0
99+%'0

ELr0
VAR A
0Z¥'0
rev'o
82¥'0
2Ev'0
LEV'O
70
Sy'0
0S¥'0
¥S¥'0
6St'0
¥9%'0
89%'0
€L¥°0

rZr'o
82¥'0
LEV'O
rEV'O
8EV'0
Zry'0
Sv0
6¥1‘0
€S¥'0
LSY'0
L9%°0
S9t'0
690
€L¥°0
LLY'0

LEV'O
(0} 2720)
evr o
90
6vt0
250
SSt'0
85t'0
L9¥ 0
9v°0
89¥'0
(WA
SL¥°0
8/v°0
Z8t'0

=)
-
<«

ob‘E

[ e on oo o o o e LS

— Uﬁ ST 30—d>

9DBJINS P 3JIUID NP UONISOd (1 U UOIIIIS)

"¢ ne9jqe |

30




Zve'o
S¥2'0
VAZAY
0S¢0
€52°0

VAT AL
192°0
§92°0
692°0
¥22'0
0820
9820
£62°0
962°0
00£°0
€0€°0
LOE'0

Caractéristiques des sections transversales des piéces prismatiques

0LED

L€z'o
4T
8€Z°0
L¥2°0
Sv2'0
6v2°0
€52°0
852°0
£€92°0
692°0
S22°0
2820
0620
€620
2620
LOE'0
SOE0
60£°0

62’0
822°0
2€2'0
9€2'0
0v2‘o
Sve'o
0S2°0
SS2°0
192°0
8920
S22°0
€820
2620
S62°0
6620
r0E‘0
80€£°0
€Le’o

62’0
6220
€eeo
8€2°0
€vzZ'o
8¥2'0
¥S2°0
092°0
£92°0
¥22'0
2820
0620
00£°0
¥0€'0
80€°0
gLeo
L1E0
2ZE0

S€2°0
0v2‘0
$¥2'0
0s2'0
952'0
292'0
892'0
§22'0
282'0
062'0
662'0
80€'0
81€0
22£'0
92€'0
LEE'0
9€€'0
L¥E'0

0S2°0
§S2°0
0920
9920
2L2'0
822°0
¥82°0
2620
6620
L0€'0
91€'0
S2€°0
SEE0
6EE°0
1441
8¥E'0
£SE0
LSE0

¥92'0
0£2°0
§22°0
182°0
£82°0
€62°0
00€°0
LOE'0
SLED
€2€°0
LEE'O
()40
0SE'0
¥SE0
8S€°0
£9€°0
29€°0
LZEO

31

sszo  e1e0  1eco  ese'0 [JRLKAN
o6z0 sieo  oeco  sseo [[RERUN
o6z0 vzeo  zveo  e9e0 [KLALN
g0 6ze0  wveo  s9eo [EERIN
L0£'0  SEE'0  £SE'0  €/£°0 E
vieo g0 sseo  seo RN
0Z€'0  8YE'0 90 bSE'D E
szeo vseo ozeo  6se0 [[RERN
seco 10e0 2260 660 LRI
€E'0  89E'0  €8E'0  L0V'O I
s oe0 oee'o  cov'o RN
ese0  esso  ser0 w0 [|RERIN
690 z6e0  sovo  ozv'o [RRRIN
2LE'0 S6E'0 80V'0 €200 E
9/£'0  86£'0  LIK'0  Szb'0 E
08€'0  Z0V'0  bIb'0  8Zb'0 E
veeo  sovo  sivo  1ev'o KSR
ssc0  eovo 1zvo  vev'o [IRCEIN

JT[3D 1M1 353 3STI0YNE WOU TOKSHPOIdal SJN0L — POUNA &




elastique

ine

de base en doma

éories

-

=
-

988l
198°1
S8l
208°L
82L°1
VA7
VA
289°1
9%9°1
809°1L
£9S°1
274N
LIV
9Zv'lL
LZEL

988"l
098°lL
rES'L
908°lL
LLL]
VAZA
1 AVAN
089°1
o' L
S09°lL
¥9S°1
02s'1
VA
'l
99¢°1

188°1
948°lL
828"l
008°lL
0£2°1
6EL L
S0LL
029°1
€€9°l
v6S° L
ATl
£0S°1
6SY°L
80¥°1L
£S€°1

L ap suangjep -

658°1
£€8°1
¥08°1
YN
A ZAN
4 VAl
829°1
Zral
¥09°1
G951
€25°1
8/¥°1
LEVL
18€'L
82¢°L

mi

008°1
€22°1
1274
AVAN
€891
1S9°1
219°1
28s'1
SrSl
£0S°L
L9¥°L
Sev'l
18E L
See’l
982°1

vEL'L
L0L°1
6£9°1
0S9°lL
029°lL
06S°1
AT
r2s'l
687" L
€SPl
91l
2EE"]
LEE'L
S62°1
1S2°L

€29°1
VAZ N
029°lL
26S°1
¥9S°1
vES'L
#0S°1
VA
()4
VA
2LE |
LEET]
00€°l
297’1
b dede|

v6S°1
04S°1
Sta'l
6151
Al
99%°1
6EV'L
oLY'l
18E"L
LSEL
Lze'L
68¢2°1
96¢'lL
gcel
681°1L

Al
L'l
0SP°lL
8¢Ph'lL
SOv°1
Z8€'l
8SE‘L
pee'l
oLg'l
r8Z'1
6SC°L
ge |
90¢'1L
8/1°1L
0S Ll

*I anbnelpenb juswopy (1 U3 U0I1IIIS)

gev'l
ELpl
P6E"L
BZE
PSE'L
ceel
ZLE'L
062°1
692¢°1
9ve'L
ree'l
L0zl
L2171
€SL'L
YAl

¢'¢ nes|qel

el
8¥E"L
LEEL
pILE
9621
622°1
19z'l
ragAll
vee'l
S0Z°L
981°1
991°L
VAAN|
LZ1°1
901°lL

08t

o'y

2R EEEEREREEE

32




8/1'C
Lyy'T
Sy
28¢€'C
8¥E'C
glET
LEL C
6EZ'e
002°2
6S1°C
9112
0402
L2o‘e
000°¢
626°1
£S6°1
vE6L
r16°1

Caractéristiques des sections transversales des piéces prismatiques

Sev'e
66£°C
ELEC
Sve‘e
91€°¢
$82°C
rse'e
022'C
s81°
12
2012
902
£10°¢
266°1
L1261
SS6°L
€€6°L
016°L

60%'C
98¢'C
29¢€'e
9€€°C
60£°C
08¢°¢
0§2°2
812
€81°2
9r 12
901°¢
£€90°C
910°¢
S66°1
v/6°1
€56°L
0€6°L
906°1

80¥'¢C
68¢€'e
09€°2
PEE 2
90¢°
lid ¢
9ve'e
21t
9/1°C
ZE1E
S60°C
0S0°¢
000°¢
646°L
256°L
re6'L
016°L
G88°I1

L8€'C
19€'2
reE'e
90€°2
9/2°¢
Ehe e
602°¢
€L1°C
1743 4
260°¢
L¥0°C
866°L
9v6°L
vZ6°L
006°L
L/8°1
258l
928’1

L€'
€1€2
95¢'¢
vSz'e
22’
881°¢
251
gL'z
€20
620°C
£86°1
£€6'L
088°lL
£S8'1
rES L
0181
982"1
092°1

v82'C
6s2'e
§ee'e
€6l
0912
szle
880°¢C
6v0°C
800°¢
¥96°1
161
898°IL
G181
€64°1
0221
AZA|
€eL'l
869°L

v61°C 9502 296'1
S91°¢ 220 £€6°1
veEL2 966" r06°L
1012 796" 1 €/8°1
890'¢C L€6°L Lr8°L
¢t /68°1 608°1
S66'L 198°1 S/LL°1
9S6'1 24 6EL°L
S16°l 98/°1 €04°1
2.8°1 SvL'l S99°l
228°1 €021 929°l
64L°1 6S9°1 S8S°I
8¢/l €19°1 Zrs'l
L0L'1 7651 TAN
S89°1 I ZAN £0S"1
€99°1 Q9SS 68%°IL
L9 L PES'L 04¥°1
019°1 AN 2Sh'l
[P UN 3$3 29SHOJNE UOU UOHIN i

=]

658°1
818l
1641
29.°1
AV
20L°1
1291
6£9°1
S09°L
1251
9€S5°1L
667" L
19t° L
9’ L
0EPb’L
AS Al
86¢°1
Z8¢'1

=]
=
(=¥
(5]
—
[
=
o]

—
I
=
s
=
=
A
©

33




Copyright © 2014 Dunod.

Q' =

Q = nR?
le
[_nR4
7 2

2.1.7 Anneau

Q=n®R:-RY) I,=T(R-RrY

R, R, 2 T
rayon du noyau central : % [1 + (_) ]

2.1.8 Anneau de faible épaisseur

Theéories de base en domaine élastique

Figure 2.10

. . .. R
On peut considérer cette condition remplie si ¢ < —.

1.
Q=2nR I, =mR% 7" = tR?%e
_ R
rayon du noyau central = o)
Q=10
2 3
Ql = E Q

Figure 2.11
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Caracteristiques des sections transversales des piéces prismatiques

2.1.9 Ellipse

Q="p 1 :6“—419@3

Le noyau central est limité par une ellipse
ayant pour centre le point G et dont les

diametres ont pour longueur % et %

,_3
0= .0
4

2.1.10 Arc de circonférence de faible épaisseur

Figure 2.12

R

On peut considérer cette condition réalisée si e < T

Q=20Re
06 = R sinx
Q

Myr = 2eR? sina

\ o

I, =eR3| o+
x e | O 5 a.

sin200 2 sinzocJ

o Q
2¢R? (o sin B — B sin o)

Figure 2.13

sin O
avec P} = Arccos( = ]
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2.1.11 Arc de parabole de faible epaisseur

Q = 2ae
f X Jlf ¥
2
0G = —— ’ :
3 X X
_ daef
M — 73 Figure 2.14
. 48aef *
x' 45
I - 8aef ?
45
4 Q
Q = \/gf cos avec 3 = Arctan 2f
10a d\/g
2.1.12 Treillis
w
Q=0wm; + o -- /Sn\‘
_ 42 i d Wy |o h
Le =5 ®; + O “ .
. \w/
!
le
1 1 :
G tan 0 " + Figure 2.15
o,/ sin” 0 o,
®
v =h— v’_b&
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Caractéristiques des sections transversales des piéces prismatiques

2.2 Tables de calcul utilisables
dans le cas d’un mateériau
ne resistant pas a la traction

2.2.1 Section rectangulaire

Désignons par x, et y, les coordonnées du centre de pression C par rapport
a deux axes Gx et Gy passant par le centre de surface de la section entiere
et respectivement paralleles aux cotés b et h du rectangle.

Les valeurs du rapport de la contrainte maximale a la contrainte moyenne
N 7 . . X
m sont données, en fonction des parametres bl et J;; Les valeurs

inférieures a 2 correspondent au cas ou le centre de pression est dans le
noyau central. Lorsque les coordonnées du centre de pression sont telles

x -y * z s " 5
que les rapports ?1 et ?1 sont simultanément supérieurs a 0,25, la zone

comprimée de la section est triangulaire et la contrainte maximale au
sommet du triangle a pour valeur :

Omax = (2.12)
o6 Y
D) o N
|
| y% ***** oC
> X
h 5 X;
Y
: b
Figure 2.16
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Tableau 2.3 Valeurs du rapport des contraintes maximales et moyennes

N
(Gmoyen = E)
Valeurs de
x, / b (ou
y,/ h)
0,08
Valeurs
dey, / h
(ou x, / b)

15001 BE2N BIE 248 B1E368 Bli488 FIEGON S1:7238 N840 RIS 64 F22084 F252 21 2,388 256
1,240 PG 360 480 N1L608 [R5 728 B840 F15960| F2;084 B2, 2108 F2,561 12,531 F 272
1548 NIS608 BIE72 1 115840 N15968 F2,081 F25 200 F2,850 [ 25500 2,681 12,88
1720 BT840 15961 12,081 12,210 12,540 12,49 12,661 [ 2,841 | 3,06

15961 2,08 | 2,21 2,34 [ 2,480 2,64 | 2,821 | 3,021 325

2,200 125340 12481 P 2,650 12,800 12,991 'S, 201 1 346

2,48 2,63 2,80 2,98 3,18 3,41 3,68

237 9N R230 7 R8T 70 B30 580 8 648 F5.92

307 13,38 3,621 [3,88 F4.1'8

3,61 3,86 4,15 4,47

4,14 4,44 4,79

4577 RS A5

555
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2278 13,030 83,338 (83,708 14 1178| Rd76H E5-5161 Fo 671 8.3 30 BTN SliG 78 83573
2950 13,22 13,541 15,831 14,42 | 5,051 15,901 R7, 081 8,851 "1, 81 N7 1354
35150 510 3575 14,170 14:69)| 15,360 [6.260 7,510 18,3680 12,5 (188 |85
8,521 13,62 [I57981 [ 438 R4198N B5,690 F6 648 RZ:064 FO.06H B1.3 35 N0 08 85978
3,52 3,84 4,23 4,70 5,28 6,04 7,05 8,46 10,6 14,1 21,1 42,3
3,74 4,08 4,49 4,99 562 6,42 7,49 8,99 11,2 150 22,5 44,9
3,980 4351 [l /80 85318 |I5.078 8678 3N B9/ 9 568 N2 08 SIBLGE 82598 V706
4,240 4630 15,000 [S5660 86,37 | 7,27 87491 FLO 2N B2, 78 RL708 F25:51 B50.9
4,53 4,94 543 6,04 6,79 7,76 9,06 10,9 13,6 18,1 27,2 54,3
4,84 5,28 5,81 6,46 7,26 830 9,68 11,6 14,5 19,4 29,1 58,1
S;190 05661 16,251 16928 |87 78| 88 00N Fl0:a8 FI2558 NIS 68 F20.88 F3 1518 V623
50574 it 08N F6I6 9N N75d58 §81368 RO 55N MINIR2N B 354N RIGo7E F22 58 35 48 NG608 (B0
6,00 16561 7218 18,011 "35008| SU053 N1 2,08 Flididd N800 F2 400 136,10 72,1 o
6,51 F7.1000 FZ- 8110 8,68 "9 77| N2 N1 3508 N1L5,68 NS5 26,08 F39, 18 F78;| S
75 (852N R A7 BT O 78| B2 228 428 Nliraol F2E 38 E2 84S R4 2060 ER 512 %

91380 [F1I0545 BT Z0| 112540 P 5560 PS84 | 25,44 131531 146,95 M95,8H | en

11,6 13,0 149 17,4 20,8 26,0 34,7 52,1 104 0

l4278| RIGT7N RLOESN F2 3048 293 B3 001N 55168 BIN7Z 0

19,1 [22,3 | 26,8 (33,5 | 44,6 [67,0 134 S

26,008 E3153H F39. 18 P52 31N EZ81N N1 56 ®

37.5 |1 46,9 | 62,5 93,8 | 188 %

58,6 78,1 117 234 &0

104 156 313 o

234 469 oo

938 o0

Valeurs de
x, / b (ou
y,/ h

Valeurs
dey / h
(oux, / b)

0,08

-
S

(=)

4

o

39




4 Diinod
4 Dunod

0
U

pyrignt © ¢

Theéories de base en domaine élastique

2.2.2 Section circulaire et section annulaire

Les tableaux ci-aprés donnent
pour divers rapports du diametre | ‘ A
intérieur k' et du diametre exté- C
rieur h : hl n Y1
| 1 /K
Y \ N //
y \
Figure 2.17

B Lavaleurde }/;Y en fonction de 'excentricité relative )2 ;

Tableau 2.4 Valeurs de Y

b
P P
" o0Jos[os]orJos oo 10]"
0,150 | 0,970 = = = = = = 0,150
0,175 0,830 0,940 0,990 = = = = 0,175
0,200 0,750 0,875 || 0,920 | 0,965 = = = 0,200
0,225 0,685 0,805 0,855 0905 0,950 = o 0,225

0,250 o,615 0,730 0,780 0,830 0,890 0,945 1,000 0,250
0,275 | 0,550 | 0,645 0,695 0,780 | 0,810 0870 0,935 | 0,275
0,300 0,485 0,560 0,605 0,660 0,725 0,790 0,855 0,300
0,325 0,420 | 0,470 0,510 0,565 | 0,625 0,700 0,770 | 0,325
0,350 0,360 0,375 0,410 0,465 0,525 0,600 0,675 0,350
0,375 0,295 0,300 0,320 0,360 0,425 | 0,495 0,575 0,375
0,400 0,235 0,235 0,240 0,260 0,305 0,385 0,470 0,400
0,425 0,175 | 0175 0,175 0,180 0210 | 0,275 0,360 0425
0,450 0,120 0,120 0,120 0,120 0,120 0,160 0,245 0,450
0,475 0,060 0,060 0,060 0,060 0,060 0,060 0,125 0,475
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B Lavaleur durapport de la contrainte maximale a la contrainte moyenne

O >en fonction de 'excentricité relative.

La premieére colonne des tables correspond aux sections circulaires pleines
(5" = 0) et la derniére colonne aux sections annulaires infiniment minces

b
=

Gmax

Tableau 2.5 Valeurs du rapport

Omoyen

""" ["o0 [ 05 [ o6 [ 07 [ 08 [ oo 10"
0,000 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,000
0,025 1,20 1,16 1,15 1,13 1,12 1,11 1,10 0,025
0,050 1,40 1,32 1,29 1,27 1,24 1,22 1,20 0,050
0,075 1,60 1,48 1,44 1,40 1,37 1,33 1,30 0,075
0,100 1,80 1,64 1,59 1,54 1,49 1,44 1,40 0,100
0,125 2,00 1,80 1,73 1,67 1,61 1,55 1,50 0,125
0,150 2,23 1,96 1,88 1,81 1,73 1,66 1,60 0,150
0,175 2,48 2,12 2,04 1,94 1,85 1,77 1,70 0,175
0,200 2,76 2,29 2,20 2,07 1,98 1,88 1,80 0,200
0,225 3,11 2,51 2,39 2,23 2,10 1,99 1,90 0,225
0,250 3,55 2,80 2,61 2,42 2,26 2,10 2,00 0,250
0,275 4,15 3,14 2,89 2,67 2,42 2,26 2,17 0,275
0,300 4,96 3,58 3,24 2,99 2,64 2,42 2,26 0,300
0,325 6,00 4,34 3,80 3,30 2,92 2,64 2,42 0,325
0,350 7,48 5,40 4,65 3,86 3,33 2,95 2,64 0,350
0,375 9,93 7,26 5,97 4,81 3,93 3,33 2,89 0,375
0,400 13,87 10,05 8,80 6,53 4,93 3,96 3,27 0,400
0,425 21,08 15,55 18,32 10,43 7,16 4,50 3,77 0,425
0,450 38,25 30,80 25,80 19,85 14,60 7,13 471 0,450
0,475 96,10 72,20 62,20 50,20 34,60 19,80 6,72 0,475
0,500 0 o 0 0 o o 0 0,500
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Methodes
generales utilisees

en resistance
des materiaux

3.1 Potentiel interne

Soit un corps élastique en équilibre, soumis a un systéeme de forces (au sens
général, soit force et couple), dont 'application est lente et progressive, et
tel que les liaisons extérieures soient rigides et sans frottement.

On peut définir le potentiel interne :
> soit a partir du travail des forces extérieures au cours de leur application

W = ;[EF;?L,' + EC]'(PJ'] (3.1)

A est la projection, sur la direction de la force F, du déplacement du point
d’application de cette force ; @, est la rotation, projetée sur 'axe du couple
Cj, de la section d’application de ce couple ;

» soit a partir du travail des forces intérieures, qui peut s’exprimer par

w, = L LM vE TP
- .[[ +G£21 GjJ (3.2)

D’apres le théoreme de Clapeyron, qui est une application du principe
de la conservation de I'énergie, il y a égalité entre W _et W, ; cette égalité
ne dépend ni de I'ordre dans lequel les forces sont appliquées, ni des
variations de ces forces entre I’état initial et I’état final du corps.
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3.2 Theoreme de Castigliano

Dans un systeme a appuis indéformables, la dérivée partielle du potentiel
interne par rapport a une force (ou un couple) extérieure est égale a la
projection sur la direction de cette force (ou sur 'axe du couple) du
déplacement élastique du point d’application de la force (ou de la rotation
élastique de la section ou s’applique le couple) :

Conseéquences

Si 'on veut calculer le déplacement A d’une section £ d’une poutre
dans une direction donnée, on applique une force auxiliaire fictive F
dans la section X suivant cette direction, et A sera égal a la valeur de

oW
3F pour F = 0.

L’utilisation de cette méthode dite de la charge fictive est également néces-
saire lorsque le systeme est soumis a une charge répartie. Des applications
sont proposées au paragraphe 4.14.

Le théoréme serait encore applicable aux systemes a appuis élastiques a
condition d’introduire le travail de déformation des appuis dans I'expres-
sion de W.

3.3 Theoreme de Menabrea

Dans un systéeme hyperstatique sur appuis invariables, les réactions hyper-

statiques dues aux liaisons surabondantes ne travaillent pas pendant la
déformation du systeme.

Les réactions R. doivent donc satisfaire aux équations :
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Méthodes générales utilisées en resistance des matériaux

=0 (3.4)

Les dérivées partielles du potentiel, par rapport aux réactions hyper-
statiques, sont nulles.

Un exemple d’application est donné au paragraphe 5.1.4.

3.4 Theoreme de reciprocite
de Maxwell-Betti

Supposons qu’'on applique a un corps élastique un systeme de # forces (ou
couples) F, puis un second systeme de p forces G. On considere les
déplacements (ou rotations) élastiques entrainés par 'action du premier
systeme agissant seul, puis ceux provoqués par le seul second systeme.

La somme des travaux des forces et couples du premier systeme F, pour
les déplacements A, dus aux forces et couples du second est égale a la
somme des travaux des forces et couples du second systeme G, pour les
déplacements A, dus aux forces et couples du premier.

(3.5)

Le déplacement (ou la rotation) produit en i par une force (ou
couple) unitaire agissant en j a la méme mesure que le déplacement
(ou la rotation) produit en j par la force (ou le couple) unitaire
agissant en 1.

Un exemple d’application est proposé au paragraphe 4.15.
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3.5 Expression analytique des
déeplacements : formule de Mohr

Cas des systemes a plan moyen charges

dans leur plan

Soit M, N, et V, les éléments de réduction produits dans la section S
par un systeme de forces extérieures F, et M, N et V les éléments de
réduction produits dans cette méme section par une force (ou un couple)
unitaire appliquée dans la section i suivant la direction i.

La formule de Mohr donne le déplacement (ou la rotation) de la section
i, suivant la direction i/, sous 'effet du systeme de forces F:

5 MFMM § NFNu 5 VF‘{{
o= | ——ds + + )
hir .[0 S .[o o & Io £, & GO

Si le systéme est hyperstatique, on démontre que les éléments M, N et
V, peuvent étre calculés dans le systeme rendu isostatique par la sup-
pression de certaines liaisons, judicieusement choisies.

Cas des pieces droites a ame pleine

Les deux derniers termes peuvent étre négligés, et 'on a :

iF 0 El X (3.7)

Si de plus la section est constante :

1 /
?\’iF :EJ‘O MFMu dx (3.8)
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Méthodes générales utilisées en resistance des matériaux

3.6 Principe des travaux virtuels

Le principe des travaux virtuels pour un systeme matériel indéformable
exprime que si ce systeme est en équilibre, pour tout déplacement
compatible avec les liaisons, la somme des travaux de toutes les forces
agissant sur le systeme est nulle.

Pour un systeme élastique, le travail total comprend celui des forces exté-
rieures et celui des forces intérieures au cours de la déformation élastique.
Ce dernier est donc égal a la variation de potentiel interne changé de
signe.

On en déduit que, sil’on considere seulement le déplacement 7&” correspon-
dant a la force extérieure F,ona:

oW
- F
a}'n n (3-9)

La dérivée partielle du potentiel interne par rapport a un déplacement
donne la force correspondante.

3.7 Theéeoreme des travaux virtuels

On peut observer, dans la formule de Mohr (3.6) que les expressions :

M, N Vi
— — ——d
70 ds, ds et GO, s

sont les déformations produites sur la longueur ds par le systeme de forces

F.

On en déduit que dans tout systeme en équilibre, le déplacement A, d’une
section i suivant la direction 1, sous I'effet du systeme de forces F, est égal
au travail virtuel que produit, au cours de 'application de ces forces, la
force unitaire agissant en i, suivant la direction 1.
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Equation de Bertrand de Fontviolant

Soit un systéme, a plan moyen, isostatique ou hyperstatique, soumis
dans son plan a des forces et couples donnés et a une variation de
température t. Dans une section courante du systeme, les éléments de
réduction des forces et couples appliqués sont M, N, V.

Appelons A, les projections des déplacements d’'un certain nombre de
points A de la ligne moyenne, sur des droites A, passant par ces points,
et désignons par ) les rotations d’un certain nombre de sections 5,

Supprimons les forces et couples appliqueés et la variation de température.
Rendons le systéme isostatique en enlevant les liaisons surabondantes
et imaginons qu'on introduise des forces et couples auxiliaires F, et €,
formant un systéme en équilibre, appliqués respectivement aux points
A, suivant les droites A, et aux sections SJ Soit AL, N et ¥V les éléments de
réduction dans la section courante du systeme isostatique dérivé du sys-
téme donné et soumis aux seules forces et couples auxiliaires F, et €.

L’equation de Bertrand de Fontviolant s’écrit :

§ L/‘/LM 5 N JJ‘ C\‘/'V
o — bl Ay _rr.
Zd?z.kz— + Z%jcpj =), F= ds + jO N[EQ Ouf)ds + 0 GO ds

(3.10)

Le premier membre de I'équation exprime le travail des forces et couples
auxiliaires pour les déplacements subis par leurs points et sections d’appli-
cation dans le systéme hyperstatique soumis aux forces extérieures réelles.

Le second membre est le travail des forces elastiques engendrées par
les forces et couples auxiliaires dans le systéme isostatique dérivé, ce
travail étant calculé pour les déformations subies par le systéme hyper-
statique sous l'action des forces réelles.

Equation aux liaisons surabondantes

L'equation aux liaisons surabondantes est un cas particulier de 'équa-
tion (3.10), qui permet de déterminer les forces et couples de liaisons
surabondantes sans connaitre les déplacements &, et les rotations ¢,

On prend comme systeme isostatique dérivé le systeme donné dépouillé
de ses liaisons surabondantes et on lui applique des forces %, et des cou-
ples ¢, auxiliaires d’intensité arbitraire, mais dont les points, directions
et sections d’application sont les mémes que pour les forces et couples
de liaisons surabondantes du systéme hyperstatique.
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Méthodes générales utilisées en resistance des matériaux

Le premier membre de I'équation (3.10) est alors nul, et 'équation aux
liaisons surabondantes est :

S MM J” (N ) J‘f V'V
- L + | L ds =
o H ds . N zq ¥ ds 0 EQ, ds=0 (3.11)

M, N, V, relatifs au systéme isostatique se calculent en fonctions linéai-
res et homogenes des inconnues auxiliaires ¥ et €.

Dans I'équation (3.11) on regroupera les termes relatifs a chacune des forces
F, et a chacun des couples 6. On aura ainsi, dans le cas de n forces et cou-
ples de liaisons surabondantes inconnues n coefficients. Comme I'équation
(3.11) doit étre vérifiee quelle que soit l'intensité des inconnues arbitraires
F,et¢, les n coefficients doivent étre nuls et on aura ainsi n équations pour
déterminer les n forces et couples de liaisons surabondantes.

3.8 Deformation des poutres
chargeées dans leur plan
moyen : formules de Bresse

Soit une poutre G,G, a plan moyen chargée dans son plan et repérée par
rapport a un systeme d’axes Oxy situé dans ce plan.

y?

Figure 3.1
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Théories de base en domaine élastique

» Désignons les coordonnées et I'abscisse curviligne par :

Xy Yy S POUT le centre de gravité G, de la section S,
X, ¥, s pour le centre de gravité G de la section S ;

&, M, 0 pour le centre de gravité I' de la section courante S_située entre
S, etS.

» Supposons connus :

les composantes u, v, du déplacement de G, et la rotation ¢, de S ;
les efforts M, N, V dans S _;

la variation unitaire de longueur T subie par la fibre moyenne.

Dans les formules de Bresse, les déplacements u, v et la rotation ¢
de la section G s’expriment en fonction de la déformation de la section
origine G, et des forces intérieures M, N, V sollicitant la section courante
d’abscisse E :

— _|_ L ar
7 7S cos 0 GS; sin 0

”(S)Z”O_CPO(}’_)’O)JFJ

50

s{ My-m N 1% ]d
I — (0)

T x — %) (3.12)

v(y):v0+¢0(x—x0)+L0 +T—Esm9—G7SICOSB do

+ 1y — ) (3.13)
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Figure 3.2

X
N
uzuo—jxo ?Qd§+1(x—x0) (3.15)

X X V
v =10y T Qy(x — xo) T LO bj,\;(x — &) dE — LO G—Ql dé¢ (3.16)

cP=cPo+_LO gdé Bl

Dans I'application de ces formules, on pourra assez souvent négliger les
déformations d’effort tranchant et d’effort normal, qui sont plus faibles
que les déformations de flexion.

Les formules de Bresse sont exploitées dans les paragraphes 5.7 et 5.8.
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3.9 Lignes d’influence

Considérons une poutre a plan moyen chargée dans son plan par des
forces verticales.

Envisageons, dans une section S d’abscisse x fixe, un effet élastique
déterminé, qui peut étre :

- M, Nou Vdans la section S;

- le déplacement ou la rotation
de la section S;

- la réaction d’appui si la section
S est au droit d’'un appui.

Sous l'action d’'une charge verti- : J
cale unite d’abscisse o variable, o) X o
la valeur de cet effet est une
fonction flo).

Figure 3.3

Cette fonction est appelée fonction d’influence de I'effet Edans la section
S, sous laction d’'une charge verticale unité ; sa ligne représentative est
appelée ligne d’influence de I'effet E dans la section S.

3.9.1 Calcul de ’effet d’un systeme de charges

L’effet E d’un systeme de charges concentrées P, P, ... P _d’abscisses a. ,

o, ... o est égal, en vertu du principe de superposition, a :

E =P flag) + Py flay) + ... By fla,) (3.18)

L’effet d'une charge répartie p(a) entre deux points A et B est égal a :

E- jj 2() Fla) da (3.19)
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Si p est constant :

B
E - pL Fl) da (3.20)

3.9.2 Calcul des effets extremes d’un systeme
de charges variables

Si Pon peut appliquer a une poutre, sur une longueur arbitraire, une
surcharge répartie q d’intensité constante, les effets extrémes dans la
section S seront obtenus en surchargeant :

» ou bien les zones ot la fonction d’influence est positive ;

» ou bien les zones ou la fonction d’influence est négative.

Lignes d’influence des déformations

Le théoreme de Maxwell-Betti montre que :

—la ligne d’influence du déplacement vertical d’une section d’abs-
cisse x sous 'action d’une charge verticale unité d’abscisse a est la
ligne représentative d’un déplacement vertical de la section d’abs-
cisse o sous 'action d’une force verticale unité placée dans la sec-
tion d’abscisse x ;

—la ligne d’influence de la rotation d’une section d’abscisse x sous
I'action d’une charge verticale unité d’abscisse o est la ligne repré-
sentative du déplacement vertical de la section d’abscisse a sous
'action d’un couple unité agissant dans la section d’abscisse x.

Un exemple d’application est donné au paragraphe 4.14.
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Un systeme est isostatique lorsque les réactions d’appui et les forces
intérieures en n'importe quelle section peuvent étre déterminées par
les seules conditions d’équilibre ; en d’autres termes, la résolution
du systeme peut étre effectuée en utilisant les équations de la
statique, sans qu’il soit nécessaire de faire appel aux équations de
déformation.

4.1 Exemples

4.1.1 Systemes encastrés a une extremite,
libres a Pautre : console ou potence

Dans la section courante S (ou dans la P; P
section d’encastrement en B), les valeurs l l
de M, N et V peuvent étre directement
calculées en considérant les forces
appliquées entre 'extrémité libre A et la
section S (ou entre S et B).

Figure 4.1
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4.1.2 Systemes appuyeés aux deux extrémiteés :
poutre sur un appui a rouleau et un
appui articuleé

La direction de la réaction en A est connue ; son intensité est donnée par
I’équation d’équilibre du moment résultant autour de B : somme des
moments des forces appliquées par rapporta B + R ,¢ = 0.

i
gt [ [e
3 & B

A

Figure 4.2

Lorsque R, est déterminé, les valeurs de M, N et V dans une section
quelconque S peuvent étre calculées en considérant les forces extérieures
(comprenant notamment R,) appliquées entre A et la section S ; de
plus, les deux équations algébriques d’équilibre de la résultante sur la
poutre entiere isolée permettent de calculer les composantes verticale
et horizontale de la réaction d’appui R, qui apparait parmi les forces
extérieures.

Recherche dela valeur maximale du moment de flexion : conformément
al’équation (1.13), la valeur maximale du moment de flexion est obtenue
dans la section (S,) ou l'effort tranchant s’annule ; cette section (S))
peut étre déterminée commodément par 'équation : R, + somme des
projections verticales des forces situées entre A et §; = 0.
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de la section S, est:

Systemes isostatiques

Cas particulier

Poutre ne supportant entre I'appui A et la section S, qu’une charge uni-
formément répartie d’intensité p : A étant pris comme origine, I'abscisse

i x| = (4.1)
P P - .
A P 1 ) 2 |
Ra P Rg _
2 Le moment maximal dans la poutre
5 B est donc :
A 1 J ,
- ¢ _ F )
Figure 4.3
2
R4
soit : Mmax = 2—]’ (4.2)

4.1.3 Grille isostatique de poutres

Les poutres AB, CD, EF, GH sont chargées dans leurs plans moyens, c’est-
a-dire perpendiculairement au plan de la figure 4.4. Seuls les points A, C,

E, G sont des appuis fixes.

Sil’on néglige la raideur des poutres a la tor-
sion, on a dans le cas général huit inconnues
qui sont les réactions d’appui aux points
fixes A, C, E, G et les réactions mutuelles
des poutres aux nceuds B, D, F, H. Pour
chaque poutre, on dispose de deux équa-
tions de la statique, 'une exprimant I’équi-
libre de la résultante dans le sens vertical,
l'autre exprimant 1'équilibre des moments
autour de I'axe horizontal de I'appui fixe
perpendiculaire a la poutre étudiée.

G
F o E
B
H
C
Figure 4.4

On a ainsi autant d’équations de la statique que d’inconnues ; le systeme

est donc isostatique.
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Cas particulier d’un systeme symetrique

(panneau carreé) et symeétriquement chargeé

a) On calcule la somme P des charges appliquées sur les quatre poutres ;
on a ensuite immédiatement les réactions d’appui :

3
G 3
P ] R )
RA:RC:RE:RG:Z E D E:}r
©
] 3
A H B
Y Y
c| |
oa _(1'— o)a
- a -
Figure 4.5

b) Le schéma de charge étant connu, la distance d entre la résultante des
charges sur la poutre AB et I'appui A est également connue.

d

]

-
Yy Z(resultante)

i

A B
P
A= 7 l0-0a| u-na |
Figure 4.6

Il suffit d’ecrire I’équation exprimant I’equilibre des moments autour de
A pour trouver la valeur de la réaction mutuelle au point B :

v Pd

- 4Q20 — 1) a
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Systemes isostatiques

4.2 Effet d’un convoi sur une poutre
droite : théoreme de Barré

Un convoi est un systeme de charges ,>I<\
concentrées pouvant se déplacer dans M

leur ensemble, les distances entre les P1l P; : Ps
diverses charges restant invariables :

au cours du déplacement. Les valeurs i

maximales des efforts tranchants J ¢ |
sont obtenues au droit des appuis ; | "
leur recherche ne présente pas de
difficulté particuliere.

A

Figure 4.7

Par contre, la recherche de la valeur maximale du moment de flexion au
moyen des lignes d’influence ne permet pas de déterminer avec précision
la position de la section la plus sollicitée.

La solution du probleme est fournie par le théoreme de Barré : le moment
de flexion est maximal au droit d’une charge lorsque cette charge et la
résultante générale des charges du convoi se trouvent dans des sections
symétriques par rapport au milieu de la poutre (il ne faut évidemment
considérer que la résultante des charges du convoi qui se trouvent effec-
tivement sur la poutre).

Application au cas de deux charges
egales distantes de a
i On trouve :
X\
a P,“ P PY ¢
4 ! l Mmax = PR GEY) (4.3)
AR — —_— 5
- da
) ¢
|-\ =)
Figure 4.8
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Si toutefois a est plus grand que (2 — \/z)f (soit a> 0,5867), le moment
maximal est obtenu en disposant une des charges au milieu de la poutre,
'autre se trouvant au-dela de ’appui, on a alors :

62

4.3 Methode graphique

Pour la détermination graphique du diagramme des moments de flexion
d’une poutre droite sur deux appuis simples, supportant des charges fixes
concentrées ou réparties, agissant normalement a la fibre moyenne de la
poutre, on trace le polygone des forces et le polygone funiculaire (voir
figure 4.9).

Méthode de construction

Sur le polygone des forces o la somme graphique des forces connues
est représentée, on définit a partir d’un pdle O quelconque (en prati-
que positionné en vis a vis des forces pour une construction exploi-
table facilement) des rayons polaires encadrant chaque force. Ces
rayons sont numérotés 0, 1, 2... pour un repérage plus aisé.

Des paralléles aux rayons polaires (repérées 0', 1', 2'...) sont tra-
cées sur le croquis a I'échelle de la poutre pour former le polygone
funiculaire de maniere a respecter la régle suivante : les deux rayons
polaires qui encadrent une force sur le polygone des forces ont leurs
paralleles qui se croisent sur le support de cette force (sur le polygone
funiculaire).

Si la poutre est en équilibre, les deux polygones sont fermés. On en
déduit donc la ligne de fermeture A'B' (noté 4’ sur la fig. 4.9). De
plus, la parallele a A'B" menée par le pole O permet de trouver le
rayon polaire fermant le polygone des forces (noté 4 sur la fig. 4.9) et
déterminant la proportion des réactions d’appuis R, et R..
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polygone funiculaire polygone des forces

Figure 4.9

Détermination du moment de flexion

Le polygone funiculaire représente le diagramme des moments de
flexion. Les ordonnées de ce diagramme, mesurées a I’échelle des
longueurs a partir de la ligne de fermeture, et multipliées par la dis-
tance polaire A, mesurée a I’échelle des forces, donnent les valeurs
de M.

La méme méthode peut étre utilisée une nouvelle fois pour effectuer
le tracé de la déformée de la poutre ; suivant le théoreme de Mohr, la
ligne représentative des moments de flexion produits par la fonction
de charge — ol est confondue (a I'échelle du tracé pres) avec la

ET

ligne élastique de la poutre.

4.4 Systemes en treillis articule

Ce sont des systemes constitués de barres droites articulées ; les points
d’assemblage des barres sont appelés noeuds. Si les charges sont appliquées
aux nceuds, les barres ne subissent que des efforts normaux.
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Ces systemes sont isostatiques si les équations de la statique suffisent a
déterminer les réactions d’appui (isostaticité externe) et les efforts dans
les barres du treillis (isostaticité interne).

Exemple de systéme triangulé isostatique (extérieurement et intérieure-
ment).

Figure 4.10

4.4.1 Determination des efforts dans les barres

Nous supposons que les réactions d’appui ont été préalablement calculées
ou déterminées graphiquement.
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Le trace de Cremona

Le tracé de Cremona permet de déterminer graphiquement les
efforts dans toutes les barres du systeme.
Exemple : Tracé relatif a la ferme en treillis de la figure 4.10

Figure 4.11

Pour effectuer le tracé, on construit d’abord le polygone des forces
extérieures et des réactions d’appui, puis en passant d'un nceud a un
autre, on construit le polygone des forces, de telle sorte que chaque
nceud se trouve en équilibre sous 'action des forces extérieures
(éventuelles) et des efforts dans les barres aboutissant a ce nceud.

Il est pratique d’affecter un repere (lettre ou numéro) a chaque zone
du plan, délimitée par les barres ou les forces ; ainsi, en adoptant
conventionnellement un sens de rotation autour des nceuds, on peut
lire directement sur le crémona 'intensité et le sens des forces trans-
mises par les barres aux nceuds. Dans 'exemple traité, si I'on tourne
autour du nceud C dans le sens des aiguilles d’'une montre, on voit
que g7, 7R et ]7]5 sont des efforts de traction, tandis que pg estun
effort de compression.

On a la preuve que le tracé est suffisamment précis, lorsque le cré-
mona complet est fermé.
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La méethode de Ritter

La méthode de Ritter permet de calculer les efforts dans certaines
barres choisies a 'avance.

Cette méthode consiste a pratiquer une coupure ne rencontrant
que trois barres et séparant 'ouvrage en deux parties ; pour trouver
I'effort dans une de ces barres, on écrit I'équation d’équilibre des
moments de I'une des parties, autour du point d’intersection des
deux autres barres.

Exemple : Poutre Warren chargée par des forces verticales

LT

(0 >

M>0
b
Ra Fa Fa Rs
Figure 4.12

Pour le calcul de N, on écrit ’équation d’équilibre des moments
autour du point D :

somme des moments de R, F,, F, par rapporta D + N;h = 0.

Pour le calcul de N,, on écrit I'équation d’équilibre des moments
autour du point E :

somme des moments de R, F, F, par rapporta £ — Nyh = 0.

On obtient la valeur de N, en projetant les efforts sur I'axe vertical et
en écrivant équilibre de la résultante en projection sur cet axe :

Ry—F, —F, + N3cosa=0

bl (S - _
D’ou: N3 = 05 O
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4.4.2 Evaluation des déformations

Dans le cas d’un systeme composé de barres rectilignes de section
constante, soumises uniquement a des efforts normaux, la formule de
Mohr (3.5) s’écrit :

NFNu
Q

1
hip = 5Tt (44)

cette somme étant étendue a toutes les barres du systeme.

Rappelons que I'allongement d’une barre est donné a partir de Peffort
normal par :

NY

A=—Fq

(4.5)

4.5 Arc a trois articulations

Soit un arc comportant trois articulations A, B, C ; il s’agit d’un systeme
isostatique car les quatre composantes de réaction X , R , X, R, peuvent
étre obtenues par les trois équations de la statique, auxquelles s’ajoute
I’équation exprimant que le moment en C est nul.

La distance AB =1 est Pouverture de l’arc ;

La distance O'C = fest la fleche de 'arc.

4.5.1 Action des charges verticales

Les composantes verticales R, et R, des réactions d’appui en A et B sont
égales aux réactions d’appui de la poutre sur appuis simples, de portée AB,
soumise aux mémes charges verticales que I’arc.

De plus les composantes horizontales X, et X, sont égales et opposées :

X, = =Xz = Q (poussée del’arc).
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Figure 4.13

Si 'on désigne par u le moment de flexion dans la poutre sur appuis
simples AB soumise aux mémes charges, le moment de flexion dans I’arc
a pour expression :

M=pn—Qy (4.6)

Comme M doit étre nul a I'articulation C, la poussée est égale a :

Q= MTC (4.7)
Au point courant G, on a:
N:d—psi 0+ Q cosO (4.8)
| dx
-V:%cosﬁ—QsinB (4.9)

0 étant angle formé par I'horizontale et la tangente a la fibre moyenne
en G.
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Arc funiculaire d’un systeme de charges

Si 'ordonnée y d’un point de la fibre moyenne de l'arc est proportion-
nelle a u, ona:

(M =0

WV = Q (4.10)
cos O

V=0

Dans ce cas, I'arc est dit funiculaire des charges qui lui sont appliquées.
Si certaines charges sont variables, il y a intérét a choisir comme fibre
moyenne de 'arc une courbe située sensiblement a égale distance des
courbes funiculaires limites.

4.5.2 Action des forces horizontales

On calcule :

puis X, et X, tels que le moment en C soit nul et I"équilibre des forces
assuré :

a Ji
Xy = RA7 — 2 F (1 - ?J (4.12)
Z concerne les seules forces appliquées a gauche de C::

Lorsque les composantes des réactions d’appuis sont déterminées, on
peut calculer les valeurs de M, N, V en toute section, a partir des forces de
gauche (ou de droite).
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4.6 Portique a trois articulations

i

y 9, A
F
1 —>F,
h
Ao BO -
| ¢
Figure 4.14

Le principe du calcul est rigoureusement le méme que pour l'arc a trois

articulations.

p(x)

Cas particulier : portique comportant

un montant vertical pendulaire

A O

CCW

Bo -
4
Figure 4.15

Lorsque la troisiéme articulation C est située au sommet d’un des mon-
tants verticaux, la poussée est nulle sous l'action des charges verticales ;
le diagramme des moments dans la traverse est le méme que pour la
poutre sur appuis simples CD, soumise au méme systéme de charges.

La traverse du portique subit un déplacement horizontal égal au produit
de la rotation ¢, de la poutre sur appuis simples, par la hauteur h du
montant BD. Si certaines liaisons extérieures génent ou empéchent le
déplacement de la traverse, le systéeme devient hyperstatique.
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4.7 Formulaire de la console

B Cas 1 : charge concentrée

Ry=P My=—"u =%  n
Nox<E V=P M==Plz=%) Aq‘“‘m B
a < x<{ =0 M=0 | e f

Figure 4.16
Déformée :

(= sypemg g }r’:—f%[la—x]
yz—é)'—;{;’ixr—xj
y——zgﬁx—ez}

f|'=—§z; f‘=—-£§{3f‘—ai L|3=—£J;:_.j

®m Cas 2 : charge uniformement repartie

12 0
Ry=pr=—r YM=""73 =77
V:P(F_J’) JW:—P(E;_X)E

2

Figure 4.17
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Déformée :

GET
2 3 4
T V. - R 1": e =+ }'," el
! i [{ xI* 4+ A4 — F ]
_ P pt
Y T am ST

P
_2P pr we
P T £ RA_Pfo:_T mIAf"! .
i 1 f1
— r : 2 [ 3
V = 2 (£ — x) ot _P(. x)
347 : ¢ .
Figure 4.18
Déformée ;
F 4 ; 4
y == | = (¢ = %)
13&}53[ ]
o £ [ TR o : 5
y = — 4 —ﬁ(ﬁ—ﬂ+w—xy]
GOET 2
pe? Pe3
g == frE=a
12E] 15£]
B Cas 3’: charge triangulaire
: P
_2r B | 2P —
Pm J.;, Rfl = P ﬂféz—? A- 1{ ['IE
; : B
pras ] _ : f
'V=I{L—”z] Ao P2 Qe+ ) L,
¢ 342 4 |
Figure 4.19
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Déformée :

§ S
y == L - {Sf:j = 61.52'2)4'.‘ 2 .TfS“J)‘J
1254
S :
= . — (2047 — 10/%5 + x?)
GOET =
g 1 e
¢ 4E] 60 Kl

m Cas 4 : couple

X = g
V=10 M=C
X = 4
V=10 M =10
Figure 4.20
Déformée:
25 i
x<a o y= ‘;—J’f Y
{;}z = Ca g i
BB g2 Yo" 2
_Ca . Ca _ &(; _ f_f']
YT E NTE B\ 2
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4.8 Formulaire de la poutre
sur deux appuis simples

B Cas 1 : charge concentree

Ph Pa
G~ =gy
)
0< x<a v:% M=‘rifx
a<x</{ V:—%- M=R4yrﬂ
pour x = 4 M = Png?
Déformée:
Ph ; 3
= £ it £ — JxX”
)<< x << a ¥ T, [a( ) — 3x?]
P{?'-'L 7 3 ¥
r= — i iifs s _}
T *
i = x < F _‘}-"l — PII [24‘52 - 61"}: + 3.’&'2 + {3.-"2]
- . GH}-
f— iy
y= gy et =0 = )
P
pour x = « e I;E"fi
¢ _ Pa (302 — 4a2)
PGHI’ X = E fﬂ i 48_&1
Pu Pa

e

(£ — a)(28—a) ¢ =

a4 T GEIY GEL ¢

74




A ™

€ Thaned - Toule reproduction non autorisée est un délit

Systémes isostatiques

Cas particulier :
£ 2
4 P P
) << x << — f=— — =
( * Ry 1% 5 M 5
£ P Pf — x)
—_— = e =
5 X g 1 7 M >
. & P
pour x 5 Moy = —4
Déformée :
5 B N P a2p2 - 2
{.-}"“a e E _J 4HEI (:} &X )
Px 2 3
f = — 305 — 4x*)
ANTYTh o
¢ P : 9 9
< x <y ‘= (80 — 312 — 4x?
5 <% 4 ¥ IGEI{ Y = x=)
from 3 _
our = & e P - s
pot 2 J="%gm 4T 7% T T eH

B Cas 2 : charge uniforme partielle

_ pblb + 20)
‘RA - 2§

B pé{'z.».z + &)
Ry === —

Figure 4.22
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0<x<a V= f’f’.g)-l—ﬁf} ‘MZ%(ﬁ+2£‘)
ﬂ;’_xﬂi.:z-l-b V:j;—fl:é—sz}—_lp{x—g}
2
_ _ lema)”
M= 57 R 7
a+b<x<=1/ V=—f—f 2a + &) :H—P—E(ZH-I-E?J(

e

b(b+ 2c)

b
My, = .;?(5 + 20160 + 20) + datl  pour x = a+

Déformée:

pour 2 << x < a4+ b

[b(b+20)x[4 (42 x2) (b+26)2 =621+ 28 (x—a)?]

y - 48L1’F
b f': -+ 2
Ya +
Py = Pé;éi—; 7 . [462 — (22 + H)? — p2]

® Cas 3 : charge uniforme partielle prés d’un appui

D
_paf, a A R B
o £ .
A £ [ 2) | Pa '/"TF'.B?A

=]

P

il

4

-

)
}m\:-— | —

Figure 4.23
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(Y= el g ¥V = %[d{?f’ == =]

P, i
M= "J|z(2f — —
73 gﬁ'i&‘z‘ a) — £x

¥ g -
. pa’”(}jf _ d}” == i I
J!fl"jrn'lrlx — sz pour X oY (2L a)
2 2ig
" . , e _ pa (F  x)
e A TS V — ? M —2}
Déformée:
0<x<a = _MP‘; 7 (22 (20 — )% — 24026 — a)x* + #x7]
2
(¢ — x) .. .
S T y=—%{4&‘—2x‘3—g2}
0, = pat(2¢ — a)* 0, - 2a2(20% — 2%
4 24F1 ¢ 4 24 FET £

B Cas 4 : charge uniformément répartie

p P
Ry=kp="75=73
= ‘ﬂ{j — ﬂj
JM:M Figure 4.24
2
pr P ¢

*lllfm,ﬂ..“ = 3 = 3 p‘ﬂllr M= j
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Déformée :

£

LPH__

241

2_ (03 — Glx? + 4x7)

T 24

. ; \
d (13 — 20x% + %3

S plt My?

384 LJ 9,6£]

p*
B T T 24E

B Cas 5 : charge triangulaire

On supposea <b

RA=‘§(E+!9} By =

i

M= E
(A7

(3
A

bt +a)

o= i [:ﬂf + & — 33@'2]

[alr + #) — 3x2]

Figure 4.25

e V:%{sxl— Géx + 282 + 42)

M L (¢ — x)( 2% — x%— a%)

" 6h

Miw = g{{:’ + «)
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Déformée :

0<sx<a y=———[3x%+a(¢+8)(7¢ — 357 —10x?)]

%GDEI
- ; , L
a<x<f ¥= —%[3{&‘— D+ b0+ (762 — 342 — 10(F — x2))]
0=~ (L DT = 37) gy = E— (6 + 2712 - 3a)
4 300£1 " B 360!

B Cas 6 : charge triangulaire symeétrique

_ _F
Figure 4.26
a £ 5 N 4. #*
poxct oyt 145 4
R 2[1 45"2] AT e
3
bewmy el i _Ae=f,_ae— P
’ . & ‘ 2 342
pour - YA 4
2 max — 6
Déformée :
; P e d 2.2 L cpé
¥ :_{_:JGHI.I"E (16x" — 248°x +3E ]
P 2.2
1*=-—4—ft16'~: — 406242 + 25¢%)
80LS £~
N _f
T eomm P 3
5Pf2

4T BT Tom
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B Cas 7 : charge triangulaire lineéaire

s PE
! 2

Vo= —zfr’fz — 3x2)
3f Figure 4.27
g
M= h,: (42 — x?)
3¢
¥ P 2R :
M = Picd pour x = Muax = pour ¥ = ——
g 2 93 V3

JT J

g = ————(70% — 30¢2x2 + 15x%)
180 E7 ¢2
3
¥y = —L_J{fl e xzj{?fz -, 3_,{'.2.3
180 E7 14
pr?

fro, = — our x = 0,519¢
o [T ?6,61&? r} :

_ Tpt3 _ i 8pi?
360RT  TBT T 360ET

. Caa

B Cas 8 : charges triangulaires symetrigques opposees

[ i
Ry= Ry = & P

P 2 2
- — Gf £
V o (Gx Gfx + ()

M= g(ﬂ — x)f — 2x)

2023

T L

‘MIIBLK = x
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Déformée :

k=l g

Systémes isostatiques

v P e 4 raped 4oans2el — b
Y = 300l ¢ (30x 60fx? + 30f-x £4)
X i 3 2.2 — 4
= |85 i T +: 10F%; £
Y = 3gopre 0F — 13x ¥

|
| p |
l{:;— — g_'j A f | I
Pa ¢p
. ¢ >
Figure 4.29
V= %(ﬁf — g — x%)
7 L PN - 2
;M e A X ff = e 1
= (32 3a %)
V= gu’- ~ 3
M = ﬁ.(.’%ﬁ-’:’x — 3x2 — 42)
8
P, 5 :
— L[ — Py R
V 55 [(£ — x) a(f — a)]

M = 6—;{-? — x)[3a(t — &) — (¢ — x)?]

£
fwmﬂx = %[3":2 ii'ﬂ.z) P{_JU.I' X — j'




B Formulaires de poutres, plagues et cogues

Déformée :
_ £ e 242 4
= 205 (54 — 42°) pour x = =

o
Pa ©n 24 E]

(i3 — 24% + &%)

B Cas 10 : charge parabolique

_ _pf
== 3
W e Pj_. (43 — 6ix” + 1)
3¢
N
M= ——x(x’ — 26x* + £7)
34
#? :
Menms = 5}408 pour ¥ =73 Figure 4.30
Déformée :
y = o [2x5 = Stat + 562 — #5]
30 41 #2
= 2 TS it - 3
= R T e s ¥ et _3{
77 90mr 2 : ]
6,1 pf* ¢
- our x = —
f=-%em P 5
3
= - _ Pt
AT % T T 30m

a2
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Systémes isostatiques

B Cas 11 : couple en un point quelconque

= a et b -
. _ C ‘
M=% %y A AN A B
| — --:E-E-I-- —_—
Figure 4.3 1
0 x < a V=(— M=C—f
4 £
» 5 . _(,'{rff.’ s )
P el V=_f M = —
Déformée :
_ B o um omgs
0 <=l g y“—GEH{Sx =l i A ]
Je= CX (2 42 4 342
GEI ¥
G D= S (32 — 6tx + 262 + 34
S e Y = CEre (3x £ 3a-)
{,- 3 .o 2 5 9 a e
= F— 3fxc + (285 + 3a — g
7= gl — 3 3a%) x = 3a%]
1 Cable —
Ileche en D = E7g (3;'? &
e x ¢ Cla®+b%)
Ya="ggplt ) B g %) YT i

| Cr Cr
Sla=6  yp =10 (PA:+(PB:_24E; o T 2

&3




B Formulaires de poutres, plagues et cogues

B Cas 12 : couple a Pextremite de gauche

C &
Ry=7"7 Rg= 7 (/ ‘\\5
c

TfPA
4

§—
V — ;’-' l,-‘MI’ — _C - I{ X
" Figure 4.32
Déformée:
¢ 3 Cx )
= — 6fF | -:'r'rl T j!' "
Y GETY (357 = 6L ) ) CET7 (F— )20 x)
cr ¢ Cf e

I em PSS, Wa=ap W™ g

B Cas 13 : couple uniformément réparti

R =

I Vdddddddddd

quel que soit x,

‘[k\kk\;kk\\\T

s SR R Figure 4.33

Déformeée ;

quel que soit x, y=0 y=20

B Cas 14 : Action d’un cable tendu

F représente Ueffort de traction supposé constant, e{x) le point de passage

du cible dans la section d’abscisse x.
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ihﬂ(.’f]
On pose o= %
e — %5
N - —2— H——a—r1— 71§ X
it T~ {ei—
] A . B
i e }*rf{x}? " »
Ji+a Figure 4.34
s Fu
J+
Cas particulier du cable parabolique :
g x  4f
Y e {E?E e ffl)E —? ¥ — x)
de 8fc ey es— Af
=, = 5 T
dx = ¥

4.9 Formulaire de la poutre sur deux
appuis de niveaux differents

m Cas 1 : charge uniformément répartie avec I'appui B
a plan de glissement horizontal

B B P P
. .

V = EJ(E = x]cnscu
N = ;‘r[é — x]ﬁin I

i
M = ?{f — Xx) ¢

pfz e :
My = 5 PP ¥=g Figure 4.35
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B Formulaires de poutres, plagues et cogues

Déformée :

P —m(ﬁff’ — 6éx? + 4x%)

s 2x 03 vpal 3
a 24 Ff cos?a ¢ 202" 4 £7)
:'4 i
f . 511').{. . L i}
384 £T cos“o <

@3

pF

P4 Pi 24 ET cosor

B Cas 2 : charge uniformément répartie avec I'appui B
a plan de glissement vertical

p
A
RA—P.F?' (L ! I 'J'EH
<l—1
Ry =10
£ h
H ==L
L Eana - H A |'D: |
. E Ll
Figure 4.36
= ﬁlff." — 2x) cosal
2
N = i(rq + 2¢h% — 2xh%) cosar
2h1 ' :
M = %x[}.‘" - X)
g= ¢
ﬂ{rrmﬂ PS puur X = E
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Systémes isostatiques

Déformée : les expressions de y' et y sont les mémes que dans Pexemple
précédent.

B Cas 3 : charge uniformément répartie sur « poutre-
accordeon »

; P
Jiad T |
R, =R, =L AT P
A A il .
? c e S
partie horizontale :
% ‘ h
Vo= P[j - J’°] N =0 n marches
(1 A "
M= %f(f — x) ? € .
Figure 4.37
partie verticale : f
;
V =10 JV:P[E—JC]
M = P—x(f S
2
M= 3 pour x =<
Déformée :
e ond §
: g g 5 pF b Et
s1m pair = Lo s —cn
E /= 384 [ ﬁ'[ Sn? ]]
o 5p4 ho (w2 —1) 3
171 1mpair g et [ A4 ] o
384 F7 ¢ e S~

87




| ".‘:. ) Nlglals

B Formulaires de poutres, plagues et cogues

4.10 Formulaire de la poutre avec
un ou deux appuis rotules

B Cas 1 : Pour les cas de charges données dans le formulaire de la
poutre sur deux appuis simples, on trouve les mémes expressions.

B Cas 2 ! Un appui rotulé et une charge axiale

Ry=@ Ry=10

3 a
A P -‘ A
X << a: - - = - 2
N=-P M=0 V=0 A ¢ B
Y= oa iy i
Figure 4.38
N=0 M=0 V=0
B Cas 3 ! Deux appuis rotulés et une charge axiale
P — a) Pa
RA :—r_? R, = 7 ’ - E
Ef’q P i "’"‘HE
LAl B, B, i
PlE— a) 4 2 5
N=—‘”T M=0 V=0 i
xX>d: .
Figure 4.39
L}
N:i;E M=0 V=0
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4.11 Formulaire de la poutre d’axe

vertical

Les appuis bas et haut sont rotulés. Un couple m, réparti par unité d’angle
cst appliqué & un niveau x ; son axc cst repéré par 'angle  tel que :

)

2y sin
Rﬂz o _Rh‘z o ¢

RAV]." - R.E_’}' - n

A un niveau x caractérisé par:

7
Y= a[“:’“ ]
f _
2???0 since
Wy =0 He=m——
fF’?.D . s " .
ﬂfJ. — ?l‘l SNy — ”ir‘smcx}

M, = mylcosw — cosy)

y

coupe cc

G

Systémes isostatiques

g

ct
G

B

.il.x

¥c

My

Figure 4.40

Les moments M et M_ont respectivement pour axes Gy et Gz,

&9




B Formulaires de poutres, plagues et cogues

4.12 Formulaire de Parc parabolique
isostatique

Arc parabolique isostatique

La fibre moyenne est caractérisée par :
¥

Figure 4.41

Par ailleurs, les inerties réduites I’ et les sections réduites {2’ sont
supposées constantes ; i, représente le déplacement horizontal de
Pappui A.

®m Cas 1: Charge uniformément répartie

i
Q,q ZQ;;:G _ g _
'y TR N INTRETY
N:p(?—x)sinﬂ
M =—‘m{€j_ x) A B
— Figure 4.42
£
I :P(E -"},]cmﬁ
__fP
“AT T 1sED
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Systemes isostatiques

B Cas 2: Charge concentrée horizontale
Pb &
Ry=—Rg = I ]
b
QA =0 QB =P A Y
s :
a
Figure 4.43
POU.I‘ 0<X< a N:—PTbSlne
Pbx
M=——
/
¥ = —PTéCOSB
N = —P—bsinﬁ
!
Pour 2<x<1 M=—P7é)x—]’(y—5)
V= —P—bcose
/
4f2 3a | 24* 1243 84 1
u, =P —a 2 ==+ + — +
A= )[1551{ R S A B :(0)
Cas particulier : a4 =b=10
Ry=Ry=0
N = Pcos9 = =Dy = —PsinB

81 1
uy = PE(ISE[’ * EQ’J
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B Cas 3 : Charge concentrée verticale

P — a) _ Pa a o
Ry=—"—F— Rg=-,
Q,=Qz=0
A B
Figure 4.44
Pour 0<x<u N:WT_“)sine
W P — a)x
/
V = —P(ﬁ —4) cosf
¢
Pour s2<x</¢ N = —%sinﬂ
m=L20_
/
V = %COSB
/
S a< E
)2 2
wy, = — fa (14 — Bx — 8022 + 200x3 — 12,8x%)
12EI 04
. /
Sl a = 5
PF2(0 —
wy = —M(—O,8€4 — 8,203x — 24,802x% + 31,24x3 — 12,8x%)
12E1" 14
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Systemes isostatiques

Selon le principe de superposition et dans la limite des déformations
élastiques, une déformation en un point di a un systeme de forces exteé-
rieures est égale a la somme géométrique des déformations diies a cha-
cune des forces du systeme agissant séparément. Les cas de charges des
paragraphes (4.7) a (4.12) peuvent étre combinées pour répondre a la
recherche de cas de charges complexes.

Application
P2
- nix P Ya(x) o o
LY 1 ™ ’l
Figure 4.45

Soit figure 4.45, un cas de charges correspondant a la superposition des cas
1 (avec P=P)) et cas 4 (avec p = p,) du paragraphe 4.8. La déformée globale
est obtenue a partir des formules respectives de ces deux cas simples.

Déeformée globale :

RY 2
O<x<a y':y]’+y2’:—6EM[a({/+b)—3x]
— —~ +
24E][€ 6/ x 4x3]
y=nty= GEIE[EZ — b2 — Xz] —m[€3 — 20x? + x3]
ha . > 3 4 2
O<x<a y’:)/]’+y2’:—m[2£ — 6ix + 3x +£Z]
22 1,3 2 3
- —~ +
24E[[€ 6lx? + 4x73]
Y=t =gy 2@ — %) = ] = =07 — 20x% + ]

Cas de charges combinées
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4.13 Calcul de deplacements par
le theoreme de Castigliano

4.13.1 Deplacement au droit d’une force
(ou couple) extérieure

Démarche de calcul

— Rechercher les variations des efforts intérieurs dans le systeme en
exploitant si besoin le principe de superposition (on pourra négli-
ger sans trop d’erreur l'influence des efforts tranchants devant
ceux des moments de flexion) ;

— Calculer 'expression du potentiel interne W du systeme étudié en
fonction des forces F, (ou couples) appliquées ;

— Le déplacement A, au droit et dans le sens de la force F, est le résul-
tat de la dérivée :

W,
F;

Remarque
En présence d’appuis élastiques, compléter Pexpression de W par le
travail de déformation des appuis.

Application

Soit le cas de la figure 4.46 (situation du paragraphe 4.7, cas 1 avec a= /).

Moment de flexion : = =P/ — x) P
Potentiel intérieur (effort tranchant négligé) : A
1 (¢ M? P23 , ( .
= — _— X = — -
2Jo H GET Figure 4.46
, oW P
DéplacementenB: Ap = — = ——
g B~ 9p T 3
(Résultat idem au 4.7, cas 1 au signe pres car A, est compté ici dans le

sens de P.)
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Systemes isostatiques

4.13.2 Deéplacement dans une section S
quelconque

Démarche de calcul

(systeme a appuis indéeformables)

— Définir au droit de la section S étudiée une force auxiliaire fictive
F en complément du systeme de forces F, extérieures ;

— Rechercher les variations des efforts intérieurs ;

— Calculer expression du potentiel interne W du systeme étudié en
fonction des forces F et F, (ou couples) appliquées (méme remar-
que que 4.13.1) ;

— Le déplacement A au droit de la section S est le résultat de la déri-

vée :
aWJ
DAL =
(5), .

Application 1

Méme cas que figure 4.46, calcul du déplacement dans une section S
située a une distance a de I'’encastrement.

Une force F est introduite au droit de la section S (figure 4.47).

a F P
A i

¢ S

4

Figure 4.47

Moment de flexion obtenu par le principe de superposition :
0<x<ua M =—-P(— x)— Fla — x)
a< x <V MI_P(E_X)

e e e e e e e e e e e e o e e e e S e e e S e S e o S e S S S S e e —
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Potentiel intérieur (effort tranchant négligé) :

Cpm? 1 [UP(L—x)+ Fla — x))? l(P — x)
2.[—d 2J. ET 2! v

PP PP PFa
W= T emr T err O 9

(3¢ — a)

Déplacementen S : A = (ﬂ) Pﬂ
0

oF ~ G6El

(Résultat idem au 4.7, cas 1 au signe prés car A est compté ici dans le
sens de F.)

Application 2 : cas d’une charge repartie

En présence d’une seule charge répartie p, l'utilisation d’une charge auxi-
liaire fictive F est nécessaire. Considérons I'exemple de la figure 4.48 (4.7,
cas 2) et recherchons le déplacement en B au droit d’'une charge fictive F.

Moment de flexion obtenu par le principe de F
superposition : A P
(0 — %) I s
Figure 4.48

Potentiel intérieur (effort tranchant néglige) :

1 (! M> F2p3 . Fp€4+ P20
2 Jo EI  GEI SEI ~ 40FI

, _ (oW _ pt?
Déplacementen B : A= [_BF ) ., = 35T

(Résultat idem au 4.7, cas 2 au signe prés car A est compté ici dans le
sens de F.)

96




U

2014 Dunod.

C)

!
2]
I

Copyrig

© Dunod - Toute reproduction non autorisée est un délit.

Systemes isostatiques

4.14 Calcul de déeplacements
par le theoreme de réciprocite
de Maxwell-Betti

L’application du théoreme de Maxwell-Betti facilite le calcul de déplace-
ments en exploitant la réciprocité entre deux cas de charges. Il ouvre sur
I’utilisation des lignes d’influence.

Application directe

(2 Fy 2

Figure 4.49

Considérons les deux cas de charges de la figure 4.49 : par application
du théoréme de réciprocité, le travail de la force F en D dans le déplace-
ment di a 'application du couple C est égal au travail du couple Cen E
dans la rotation de section due a I'application de la force F soit :

F}'D,C = C‘PE,F

Considérons comme connus les résultats du paragraphe 4.8, cas 1 (cas
particulier ou la force F est au milieu de la poutre) : la rotation de section
pour x = a est donnée par :

F 2 2 F o0 2
e e —— — _ —— ﬁ —
CpF = TqgEOf T1240) = Teg T T 4

En conséquence :

5 #

2 2\ s St ;
KD,C =g pf = —@(f — 447) ,déplacementalgébrique compté

dans le sens de F.

On retrouve plus aisément I'application pour x = g du paragraphe 4.8,
cas 11.
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Generalisation : utilisation

d’une ligne d’influence

En application du paragraphe 3.9.2, recherchons en utilisant la notion
de ligne d’influence la fleche au milieu D d’'une poutre sur deux appuis
simples supportant un ensemble de n forces P appliquées dans des sec-
tions M. d’abscisse a..

F=1

Figure 4.50

Considérons figure 4.50, une force unité F=1 appliquée en D provoquant
un déplacement A, .en M, dd a cette force. Les résultats du paragraphe
4.8, cas |1 permettent d’écrire (avec F= 1) pour une moitié de poutre (au
dela, les résultats sont obtenus par symeétrie par rapport a D) :

14 oy 2 g2

Le théoreme de réciprocité permet d’écrire pour chaque force P, :

kD, pi = PilMi,F (avec F =1).

Le tracé de la fonction f(a) :ﬁ(%z —4&2) forme la ligne

d’influence des déplacements au milieu D de la poutre (allure figure 4.51
pour une demi-poutre).
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Le principe de superposition appliquée aux n forces permet d’écrire la
fleche totale en D :

Ap = 2 Pf(e;)

A noter :

— La contribution d’'une charge répartie p(a) appliquée entre deux abscis-
ses a, et a, serait :

Ap, p = o Fle) ple)d

— Le raisonnement reste valable pour un chargement de type couple en
recherchant la ligne d’influence associée.
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5.1 Poutres droites hyperstatiques
a une travee

5.1.1 Travée encastreée éelastiquement a ses
extrémités A et B

Les appuis A et B sont supposés fixes ;
la travée AB est encastrée élastique-
ment sur ses appuis, si les sections
d’extrémité A et B subissent des rota-
tions proportionnelles aux moments
d’encastrement M, et M, :

Figure 5.1

0,=k,;M, 05 =rkyM, (5.1)
Les constantes k, et k, sont positives ; si ces constantes sont nulles, I'encas-
trement est parfait ; si elles sont infinies, ’appui est simple ; si elles ont une
valeur finie, I'encastrement est partiel.

Soient le moment de flexion M, et I'effort tranchant V que produiraient
dans la section d’abscisse x, les charges appliquées si la poutre reposait sur
appuis simples. Le moment de flexion M et I'effort tranchant V dans la

section d’abscisse x de la poutre encastrée sont :

_ ¢ — x X
M_M0+MAT+MB? (5.2)
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Mp — My

7 (5.3)

V=V, +

Les moments M, et M, sont liés aux rotations ¢, et ¢, que subirait la
poutre a ses extrémités si elle était posée sur appuis simples, par les
relations suivantes :

(a-l—kA)MA +boM, = ¢,

(5.4)
a, b et c sont les coefficients de souplesse de la poutre :
= Ll = 2ax
gzj (¢ ) ET
— Ll — 2 5.5
fzjox(f IR (5.5)
_ Al 2dx
02 ¥ &
On peut écrire alors :
M. = bog + (c + kg)oy
A+ k) + kg)— b2
e 5.6
. = beatat kylep (5:6)
P+ kg)e + kg)— b2 |
Les formules (5.4) peuvent s’écrire :
0 = @5 + M, + My '
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Si la poutre est de section uniforme, les coefficients de souplesse ont pour
valeur :

e

3ET >
5.8
p=_t_ 28)

GET

On en déduit, dans ce cas:
BAZcPA 6E](2MA —|—MB)

> (5.9)

0 = ¢p + MﬂM‘+M@)

Cas particuliers

— Encastrements parfaits aux deux extremités :

(ky = ky = 0)
bor + |
M, = bes* coa
ac — b?
fr 5.10
W _ bey + agp —
B~ 2
ac — b |

Pour une poutre de section uniforme, on a donc, d’aprées (5.8) :

5 5

El

My ==72¢, * ¢p)

. > (5.11)

2

MB == / (‘PA +* ZLPB)

- Encastrement parfait a une extrémité, appui simple a l'autre :

Ax E B

Figure 5.2
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¢
Si by =% et kb, =0: M, =—"7 (5.12)
t si /est constant : M, = £ (5.13)
et si /est constant : B = 7 Py .
Inversement,si b, =0 et =ow: M _ P4 (5.14)
’ A B ' B a :
i1 : M, =L 5.15
et si /est constant : 4= ¢y (5.15)

5.1.2 Formulaire de la poutre sur un appui
simple et un appui a encastrement parfait

— Pour un cas de charge, calculer M, avec la formule (5.13).
— Les réactions (R, R,), les sollicitations (M, V) et les déplacements

(¥, y) sont déterminés par superpositions des résultats des cas sui-
vants :

e
A A

UL i,

+ C= MB
S
(cf-4.8) (cf. 4.8, cas 11)

Figure 5.3
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Valeurs du moment d’encastrement :

m Cas 1: charge concentrée

__ Dbl b, ¢
i O

M, = i —£22+E our x =a
g | p 7)P

0. = Pall—a)?
4 4E ¢

Systémes hyperstatiques

Figure 5.5
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B Cas 2: charge uniforme partielle

b e
2 2 2 2 2 P A . s ",
_ P et at| e, ¢ p ,;
My . [1 2 (2 EZJ €2(2 6)] A [T B

20 Y28 Figure 5.6

Y

M . pour x=a+

B Cas 3: charge uniforme partielle pres de Pappui libre

3¢ _1(aY
M. pour x=al—ﬂ+§[?)

ol

b4 = 48EI Y

Figure 5.7

(602 — 8al + 34°)

B Cas 3’: charge uniforme partielle pres de Pappui

encastreé
2 2
e -
A LT T B
0
M / 1 42 [2 p J T‘q\: p :
max our x—+~r—a _“ _a
' 402 2/ b ¢ i
Figure 5.8
/2
04 = _4];13[ (46 = 3a)
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B Cas 4: charge uniformément répartie

2
__p 3pt S5pt
Mp g K= g K=
_9pl? 3/
M = 17g Pour ¥ =g
0 ——Pgs
A 48EI

5 =0, 0054];7 pour x = 0,421/

B Cas 5: charge triangulaire

p(€+¢z)(7€2 —342)
1204

poura<b Mp=—

PU+B)(T702=3b%)
120/

poura>b Mp=—

Systemes hyperstatiques

Figure 5.9

i |
N—__—
04

4

Figure 5.10

B Cas 6 : charge triangulaire symetrique

_ spt?

Mp =64
11pt 21pt
Ra=—34 %= 54

Mipax = 0,08p0%  pour x = 0,415/

A‘

.-lll“““"ll“ll“ m""“““llllln B
e

Figure 5.11

5pl>
384F1

BA:—

107




Copyright © 2014 Dunod.

108

B Formulaires de poutres, plaques et coques

B Cas 7 : charge triangulaire linéaire

2

__rr
Mp 15

Iy _ 2t
Ry 10 Ry 5

) Figure 5.12

M nax=0,0298p/ pour x=0,447/
-
% 120FE7

B Cas 7’ : charge triangulaire lineaire

_ 7pt?
Mp = 120

_ 9t _ 11pt
Ry 40 Ry 40

Fi 5.13

M= 0,0423p€2 pour x=0,329¢ \gure
0, =L
% 80F/

2
_ __p _2pt
Mp +120 Ry=—Ry 120
EB
BA:_ P - e
240 E7 -

Figure 5.14

Dans le cas ou le chargement est inversé, les expressions demeurent
valables aux signes pres.
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B Cas 9: charge trapezoidale symetrique

a b a
My = —L[02 — 2200 - )] il
8/ p |
p 1 B
P 13 2y % "
0, T [° — a*(20 — a)] J ¢ N
Figure 5.15

m Cas 10 : charge parabolique

2
pt
Mp= o
_Ipt 13pl
AT K= 30
Pt | |
0, = TCOET Figure 5.16

B Cas 11 : couple en un point quelconque

O I

3C 3 )
Ry= —Rg =57 —(ﬁj Figure 5.17
2/ 7 igure 5.
C
BA - —m(f - LZ)(E - 3&2)
B Cas 12 : appui dénivele (B
A ] A
RA:_RB:%{ 04 «% vd
£
_ 3Eld _ 3Eld ) }
Mp = 2 M = PR Figure 5.18
xd . 2 3 d
= -2 (3¢ __ 2.4
¥y 2£3( x%) 0 4 37
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B Cas 13: Gradient de température At entre face
supérieure et face inférieure (hauteur de la section = h)

EloAt
ht

_ _ 3
ElaAt
h

MB:

SISV

(contraintes de traction sur la face la plus froide).

Déformée : point d’inflexion pour x = %E.

B Cas 14 : Action d’'un cable tendu

A e(x)
)
A %

4

Figure 5.19

F représente I'effort de traction dans le cable et e (x ) le point de passage du
cable dans la section d’abscisse x.

Le cable est supposé parabolique :

e(x) = ey + (ep —eA)z— g—zx(f— x)

ou F, représente la projection, supposée constante, de F sur la ligne
moyenne de la poutre.
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Systémes hyperstatiques

5.1.3 Formulaire de la poutre encastrée
a ses deux extremites

— Pour un cas de charge, calculer M, et M, avec les formules (5.11).

— Les réactions (R, et R,), les sollicitations (M, V) et les déplace-
ments (y', y) sont déterminés par superposition des résultats des
cas suivants :

CZ—MA C= MB
£ N N
Py Fa
(cf- 4.8) (cf-4.8.cas 11 et 12)

Figure 5.20

Soit, en affectant I'indice 0 aux parametres de la poutre sur deux
appuis simples :

Mp — My Mp— My
Mp—M
M=MO+MA(1—%)+MB% V=vpt——2

. , ,(5.17)
Y=o~ @I:zMA T Mpt3(My— MB)(%) - GMA%]

lx x X
J=Yo _E(l - ?)(ZMA +Mp+(Mp— MA)?)

— Tracés des courbes représentatives des moments de flexion et
efforts tranchants

| f W Mg~ M,

~ZTITTTT ]

My I q III "”JU\\ | j ¢
=4 ., i)

Figure 5.21
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Valeurs des moments d’encastrement :

m Cas 1: charge concentrée

P
Pab? Pha® 42 =L b o
MA=—£2 MB=—€2 A% Y
2 ;
RA = ])Eb (3 + b) [ e >
Figure 5.22
Ry = Pi(sb + )
&
2,2
M ipax = 202’ b pour x = a
€3
B Cas 2: charge uniforme partielle
a b = c
, p
A:ji T, B
; ¢
Figure 5.23
M, = 2’:?2[(& + 4e — 2a)(402 — b2) — 2b + 20)3 + (b + 24)3]
Mp = 2’32[(& + da — 20)(402 — b2) — 2(b + 24)3 + (b + 2¢)3]

+
20 pl

M, .. pourx =a-+
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Systemes hyperstatiques

B Cas 3: charge uniformepartielle prés d’un appui

2[ 2
__pa a a p
12 ] / / Agﬂ [ B
2[ 2 - 3
__ b ,a_,la L a o
Mp==T7147 3(6)] 4 i
Figure 5.24

2 3
a a a
M. .. pour x=§[2—2(?) -I{?) ]

B Cas 4: charge uniformément répartie

2 ¢ ; p
MA:MB:_% RA:RB:% A ALY g

2
_pt L
Mmax_g pour x_E
L p€4 - xzﬁ Figure 5.25
Jmax = 384 FT 2

B Cas 5: charge triangulaire

On suppose a < b

__ P _ . N
MA——W[W% 0262 —a?) =263 +43]

P2y 22— 313
My=—<oil702a—1@a> — %)~ 2a7+47]

Figure 5.26
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B Cas 6 : charge triangulaire symetrique

_ 5pt’
M, = My oc p
A B
_p Pt
Ry =Ry =L :
¢
_ 2 _
Mpax = 357 pour x = 5 Figure 5.27

B Cas 7 : charge triangulaire linéaire

2 2
__»t _opt
Mi==% M=%
3p! 7pt ,
420 B~ 20 j ’ |
M, =0,0215p(> pour x=0,548/ Figure 5.28

B Cas 8 : charges triangulaires symetriques opposeées

Y
2 2
__ 2 L ¥ 1WHWH%\ B
M M e Al D1 I
14 14 7 '

5 . 4

Figure 5.29

m Cas 9: charge trapézoidale symetrique

2 2 3 ¥ - b
_ _optt [ a a i o g
L URCINY

pfz aY ! ) :
Mmax:2—4 1_2[2) pour x==> Figure 5.30

E
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B Cas 10: charge parabolique

gZ
My=Mz=—L—

15
_p, _ P
3p0? /
Mmax:% pour x =~

£

Figure 5.31

B Cas 11 : couple en un point quelconque

Gab
RA - _RB = ?C

Figure 5.32

P
M=C7b[1—3[%)+6(%)] pour X = 4 — €.

B Cas 12: appui denivele

12Eld
GEld
MA — _MB 7
GEld
M = —7(6 = 2x) y =

- € 1 o
Figure 5.33
—42(30 — 2x)
¢
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B Cas 13: Gradient de température At entre face
supérieure et face inférieure (hauteur de la section = h)

. _ ElaAtr ) )
en tout point moment constant M = P (contraintes de traction sur

la face la plus froide).

B Cas 14 : Action d’'un cable tendu

} e(x)

Figure 5.34

F représente l'effort de traction dans le cable et e(x) le point de passage du
cable dans la section d’abscisse x.

Le céable est supposé parabolique :

4
e(x) = e,y + (ep _EA)%_E_{X(E — x)

My = Fo(%f - ﬁ’A] Mp = Fo[%f - '3’3)

ou F, représente la projection, supposée constante, de F sur la ligne
moyenne de la poutre.
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Systémes hyperstatiques

5.1.4 Deétermination de réactions hyperstatiques
de liaison par le theoreme de Ménabreéa

Démarche de calcul

— Déterminer le degré d’hyperstatisme et définir les réactions hyper-
statiques R associées aux liaisons surabondantes ;

— Rechercher les variations des efforts intérieurs et calculer I'expres-
sion du potentiel interne W du systeme étudié en fonction des
réactions hyperstatiques et des autres charges extérieures ;

— Les réactions hyperstatiques ne travaillant pas pendant la déforma-
tion du systeme, on peut écrire :

W _

0
OR;

Application directe
Reprenons figure 5.35, le cas hyperstatique de degré 1 de la figure 5.9
du paragraphe 5.1.2 (cas 4) et substituons a I'appui simple en A la réac-
tion hyperstatique R, correspondante.
P P
4 B _ AWMWMB
< 4 ] 4 »|
R,
Figure 5.35
Moment de flexion : M = R, x — gxz
Potentiel intérieur (effort tranchant négligé) :
W:l / Mzd _ 1 RAZIS +p215+RApl4
2do EI Y T 2B 3 20 4
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Application du théoréme de Ménabréa :

oW _ 1 (2R
dR, 2EI| 3 4

S
0|
=

J: 0 soit R, = (résultat du cas 4).

Application en présence d’un appui élastique

Reprenons figure 5.36 le cas précédent en remplacant 'appui invariable
en A par un appui élastique de raideur k. La réaction R, est repousseée
au-dela de la partie élastique de I'appui.

P P
AMB _ lIIIIIIIIII|IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlIIIIII B
* k / d ; [ y
< | 1

Figure 5.36

Le potentiel intérieur se voit augmenté du travail de déformation de I'ap-
pui élastique :

2ET 3 20 3 2k

Le théoréme de Ménabréa permet alors d’écrire :

oW _ 1 [2RaP _pi*|  Ra_
0Ry 2EI| 3 4

3p/e[4
8P + 3EI)

soit Ry =
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5.2 Poutres continues

5.2.1 Definitions et notations

Systémes hyperstatiques

Ao Ay A1 A A1 Ap_1 An
€4 \J] €iv1 €n
Figure 5.37

Une poutre continue est une poutre reposant sur plus de deux appuis
simples. Pour une poutre de n travées, on numérote les appuis de 0 a n. La
travée i de portée [ est la travée comprise entre les appuis A, | et A.

Le nombre des inconnues hyperstatiques est égal au nombre des appuis
intermédiaires (n — 1). On peut choisir comme inconnues les moments de

flexion sur les appuis intermédiaires.

Lorsque ces inconnues sont déterminées, le moment de flexion et 'effort

tranchant dans une section quelconque sont calculés a I’aide des formules

(5.2) €t (5.3)

SiV._et V. sont les efforts tranchants a droite et a gauche de I'appui 4, la

réaction d’appui R est :

Rz':V;'e_Viw

(5.18)

(par convention : e = est = droite ; w = ouest = gauche).

5.2.2 Equation des trois moments

(ou de Clapeyron)

Ai_ A;

Ai+1

W

-

Qjw Die

Figure 5.38
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En exprimant, a I'aide des formules (5.7), que les rotations 6, et 6. de
part et d’autre d’'un appui intermédiaire sont égales, on trouve entre les
moments sur trois appuis consécutifs, la relation suivante :

oMy g+ (e +aj)M; + b, M1 =@, —

Poutre a inertie constante

Sila poutre a une inertie constante, on a :

et la relation des trois moments s’écrit :

GMy—q + 206+ LM + Loy Mg = 6EH @ — $ip)

Pour les valeurs de @, voir paragraphe 4.8.

Onaau total (n— 1) relations permettant de calculer les (n — 1) inconnues

hyperstatiques.

Siun appui d’extrémité de la poutre continue constitue un encastrement
parfait (A, par exemple), on en tient compte en écrivant £/ = 0 dans la

relation des trois moments correspondante.

Figure 5.39
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Systémes hyperstatiques

5.2.3 Effets des dénivellations d’appui sur
la poutre non chargee

Les dénivellations sont comptées positivement vers le haut :

A T
21 — o Vit 1
Vi-1 A
; — A
0;
¢
Figure 5.40
Vv, — V; 0 Vi1 T Y
On connait ;= —— 28 S
£; i+1
Les équations (5.7) s’écrivent :
¢; — 0, =b;M,_ + ¢; M, (travée 1)
¢, — 8i+1 = _aflz'_|_1M' - bl'+1Mf+1 (traVéEi‘I' 1)

En éliminant ¢, on obtient la relation des trois moments correspondant
aux dénivellations d’appui :

biM; 1+ (c; + a4 )M; + b 1My =0;41 —6;

Vil — Vs Vi — Vi1
= = (5.21)
gz’+l ¢;

z

Les moments dans la poutre chargée, sur appuis dénivelés, sont calculés
par superposition des moments dus aux dénivellations d’appui et des
moments dus aux charges.
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5.2.4 Formulaire de la poutre continue
a traveées egales

Les valeurs extrémes des moments en travée et sur appuis, des efforts tran-
chants sur appui et des réactions d’appui sont données pour une charge
p uniformément répartie sur toute la poutre, et pour une charge variable
s uniformément répartie occupant les positions les plus défavorables par
travées entieres.

La poutre est de section uniforme, les appuis ne sont pas dénivelés.

B Cas 1: deux travées égales

o 22 N o2 Ay Aq Ay
max-14.3 10,5 ¢ ¢
(p + 5)82 :
M, _. = — S Figure 5.41

Vo max = Romax = 0:3750p0 + 0,43755¢
Ry = 1,25(p + 5)0
Vi oo = 0,3750 pf — 0,06255/
Vi max = —0,625p¢
Viwmin = —0,625(p + 5){

B Cas 2 : trois travees égales

Ao Aq A, Az
el 7.7
Figure 5.42
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Mmax

Mmax

Mymin = =97~

VOmax - ROmax

Systémes hyperstatiques

_ 2 st

12,5 0 10

en travée de rive

pl 2 02
= %0 + 133 en travée centrale

pl2 2

10 86
= 0,40p¢ + 0,455/

Ry e = L1pl + 1,250

VE) min
Vlw max
Vlw min
Vle max

Vie min

= 0,40p¢ — 0,055/

= —0,6000p¢ + 0,01067s¢
= —0,6000p¢ — 0,6167s(
= 0,5000p¢ + 0,5833s/

= 0,5000p¢ — 0,0833s(

B Cas 3: quatre travées égales

A A, A, A A,
T‘ £ i £ j £ j_ £ j
Figure 5.43
2 2
_pt sl _
M = 12.9 + 10.2 en travée de rive
iz z
My = P28 + 12 4 en travée intermédiaire
o p? 52
ernin __9,3 o 8,3
optr P
M2 min - 14 - 9,3
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Vomax = Romax = 0,3929p0 + 0,4464s¢
R ax = 1,1428pf + 1,223244
Ry e = 0,9286p¢ + 1,14285/
Vomin = 0,3924pf — 0,0535s/¢
Viwmax = —0,6071p¢ + 0,0134s/
Vi min = —0,6071pf — 0,62055¢
Viemax = 0,5357pf + 0,6027 s/
Viemin = 0,5357p( — 0,067 s/
Vo max = —0,4643p¢ + 0,1071s¢
Vo min = —0,4643pf — 0,5714s(

B Cas 4 : cinq travées égales

Ay A Ao Az Ay
T € ] ¢ ? ¢ j) e 1«
Figure 5.44
ptr st? ,
M = 12.8 ' 101 en travée de rive
plr s?

Misze = 30.4 T 12.7 en 2¢ et 4° travée

02 52
Mgy = 51,6 + 1.7  entravéecentrale
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VO max RO max
Rl max
RZ max
VO min

Vlw max
Vlw min
Vle max

Vle min
VZw max
VZw min
VZe max

VZe min

Systémes hyperstatiques

ot P

9,5 8,4
- pl? - 5%
12,7 89

— 0,3947p¢ + 0,4474s!
= 1,1316p¢ + 1,2177 st
= 0,9737p¢ + 1,1675s/
= 0,3947p¢ — 0,05265/
= —0,6053p¢ + 0,0144s/
= —0,6053p¢ — 0,61965/
= 0,5263p( + 0,5981s/
= 0,5263p¢ — 0,0718s(
= —0,4737p¢ + 0,10295¢
= —0,4737p¢ — 0,57665¢
= 0,5000p¢ + 0,5909s¢

= 0,5000p¢ — 0,09095/

Cas 5 : une infinité de travées égales

__ Ao Ai_1 A; Ay Aiva
e ] e T e T e T
Figure 5.45

TZENY 2
M = 1’; 9 + 101 en travée de rive
32 sz re 18 A
M. =L _ 4 en 1™ et dernieére travée
max 297 12,6 intermédiaires
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2 2
_ e intermédia
Mo = o + 35 en travée intermédiaire
o ptr 52
ernin - 9,5 o 8,4
ot 5P
M2m1n T _12’9 o 9,1
o ptr s?
Mimin = =737~ 83

Vo e = Romae = 0,3943p0 + 0,44715/
R = 1,1322p0 + 1,21715f
R, . = 1,000p¢ + 1,1830s/
Vo min = 0,3943p¢ — 0,05305/
Vi ma = —0,6056pf + 0,01305/
Vi min = —0,6056p¢ — 0,6200s/
Viemax = 0,5277p¢ + 0,5983(
Vip min = 0,5277pf — 0,0720s/
V; = 0,500p¢ + 0,585/

e max
Vo, i = 0,500p¢ — 0,085/

ie min

5.2.5 Lignes d’influence relatives aux poutres
a traveées égales, de portée ¢
et de moment quadratique constant

B Cas 1: poutre a deux travées

Lignes d’influence des moments de flexion dans les sections situées a 0,4/
de 'appui de gauche (courbe 2) et sur appui central (courbe 1).
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- 0,096¢

-

e ."\
‘ (1) ¥
s ~
b
’

/. —=0,088¢ .
m

0,206¢

Figure 5.46

Lignes d’influence des efforts tranchants et des réactions d’appui.

1,00 1,00
Ay .= Ry
/’/ Vﬂe \“\
0 1 2
Voe Viw Ao
V1w
-1,00
Figure 5.47

B Cas 2 : poutre a trois travées

Lignes d’influence des moments de flexion dans les sections situées a 0,4/
de ’appui de gauche (courbe 2), au milieu de la travée centrale (courbe 3)
et sur appui intermédiaire (courbe 1).
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~0,102¢
—0,080¢
,1’ (1) \\‘ ”'—(-1‘)""‘\
, —0038¢ N _0,080¢ . ~0,038¢
’II’ (3) \‘\ "’
0 4
\04¢
(2)
0,204¢

Figure 5.48

Lignes d’influence des efforts tranchants et des réactions d’appui.

1,00 1,00
Ry i v
"Y1
Yoe ™
________________ ““"-. ——————
0 1] B e, e g
\“-\ HO VOE
V2WT\‘-.
v1w S
-1,00 ~~1-1,00
1,00
0 1 - R
Figure 5.49
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Systémes hyperstatiques

H Cas 3 : poutre a quatre travees et plus

A défaut des lignes d’influence, nous donnons, pour son intérét pratique,
la table des valeurs des moments de flexion maximaux en travée et sur
appuis pour une poutre continue comportant au moins quatre travées
égales, chargée par un convoi constitué de deux charges égales P, distantes
de a.

Dans cette table, la position du convoi est précisée par le rapport . x
étant la distance de la premiere charge a 'appui de gauche de la travée
chargée.

La table donne également la p P
valeur des réactions d’appui .Lﬁ
maximales R et R, sur les

_ fay Ay a)
appuis A, et A . Les valeurs ¢ ‘ ¢ ‘
des efforts tranchants maxi- o[ Al A
maux, de part et d’autre
des appuis intermédiaires Figure 5.50

sont un peu inférieures aux
valeurs de R .

5.2.6 Poutre continue sur appuis élastiques
ponctuels

B Cas 1: formule generale

Par hypothese, les dénivellations sont proportionnelles aux réactions
d’appui :

b = kR (5.22)

En désignant par R’ les réactions qu’exerceraient les appuis A si la poutre
était articulée au droit de chaque appui, ona:

*Mi—é-l *Mz' lui—l lui
+ _|_
7 (5.23)

£; 41
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Systemes hyperstatiques

donc:
M;_y |1 1 M; 1
=—ki| R+ —— — | —+ =
E kil R ¢; RSN R (5.24)

En portant les expressions de v. dans I"équation des trois moments étendue
au cas des appuis dénivelés :

biM; 1+ (c; +a;+)M; +b; 11 M; 1

o o 4 Yitl T Vi Vi Vie
e — Piw s 7 (5.25)
on obtient la relation des cinq moments :
ki—1 ki—1| 1 1 kil 1 1
. . SR [ 5 M _
o M2 o T e T | TG T
+ Ci+di+1+ z21+ z+1
4 1+1 z+1
ki |1 +1
tbiv1 5 —|— < M; 11
i+1| ¢ €z+1 v\ li+1 bi+a
kit
+ — M;
€z+lgz'+2 (e
kz'—l 1 1 ki+1
Pie Piw gi 1—1 kz Ei £i+1 Z £i+l 7+1 (526)

On utilise cette formule notamment dans I'étude des systémes de poutres
croisées.

B Cas 2 : Poutre infiniment rigide - cas géneral

La poutre est supposée appuyée sur n appuis élastiques de coordonnées x.
et y. et dont la direction de la réaction d’appui est repérée par I'angle .
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L’ensemble des forces appliquées se réduit en O a P, Q et C (sens positifs
sur la figure 5.51).

On désigne par k. le coefficient de proportionnalité entre la réaction R et
le déplacement parallele a I'axe support de R..

YA

Yi

Yo Qo

[ ¢ .

c\ ls -
Figure 5.51
On pose :

a = Xk sin”a, a = Xk;sino(x; sino;, — y; cosa;)
B = 2k, sina; cosa; b = 2 k; cosa(x; sino; — y; cosx;)
Y = E/ei cosZ o g = Zkz- (x; sinot; — y; coso;)

Le centre de torsion £ a pour coordonnées :

x_‘ly—bﬁ y_czﬁ—bcx
0= 2 Yo~ 72
ay — B’ ay — B*
Le systeme d’axes Q XY est substitué au systeme Oxy :

Xi=x;—x Y=y, =y Cy=C—Qy— Pxg

On pose: [ = 2k(X;sina; — Y; cosa;)
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Systémes hyperstatiques

La réaction sur chaque appui est :

b Pk
Ri — LZ(B sin oL — OLCOSOLz') s —12(']/ sin o — BCOS OLI')
ay — B ay — B
COki .
———— (X, sina; — Y; cosa;)

r

® Cas 3 : Poutre infiniment rigide - cas ou o, = 90°

ra

Ji
g o
Y X%

Figure 5.52

L’application de I'équation des cinq moments a la poutre dite infiniment
rigide mettrait en évidence des déplacements v, (en conséquence des réac-
tions R.), fonctions linéaires des abscisses x. Soit :

Ri= <1+ i, (5.27)
/ zxiki

en supposant 'origine O choisie de sorte que Y.x;4; = 0 et en désignant par
P la résultante de I'ensemble des charges appliquées et par e sa position.

Les sollicitations en chaque point sont obtenues en considérant le systeme
des forces de gauche (ou de droite).

B Cas 4 : Poutre infiniment rigide circulaire appuyée
le long de sa peériphérie sur n appuis élastiques
uniformément distribués et identiques

L’ensemble des forces et couples appliquées se réduit en O a P et C (sens
positifs sur la figure).
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YA
R
Psino; C r
R; = —23 — s / (o —
2.sin o nr C\\O
P
Figure 5.53

5.3 Systemes de poutres croiseées

Les systemes de poutres croisées sont calculés par 'une des méthodes

suivantes :

— la méthode directe, c’est-a-dire I'écriture de I’égalité des déplace-
ments verticaux aux points de croisement des poutres, sous 'ac-
tion des charges appliquées ;

— la résolution de I’équation des cinqg moments (5.26) ;

— les outils informatiques appliqués sur des modeles faisant intervenir
les liaisons a chaque croisement des poutres avec prise en compte
des déformations de flexion, de torsion et d’effort tranchant.

Cas particulier des poutres de méme

moment quadratique

En supposant toutes les poutres simplement appuyées, de méme moment
quadratique, ayant une raideur de torsion tenue pour négligeable et
soumises a un chargement P a chaque intersection, I'application des
méthodes précédentes conduit a des résultats simples dans les cas
suivants.
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Cas 1
B
o 1 0= 2b
£,=2a
Figure 5.54
Cas 2
B B T
o 1 eb—"I2b
: {,=3a
Figure 5.55
Cas 3
B p
. |
1 1 €p=3b
& 1 1 1
» ta=3a .
Figure 5.56

Systémes hyperstatiques

Poutre a

Poutre f 1

Poutre a 1

Poutre 1

Poutre a 3

Poutre p

o
43+ 53 ¢

2>

V=% _p
223 + 53)

M,

M,

M

_ b3
3543 + 43)
53
=— 2 p
54 + b3

Pl

543
- Pl
453 + 43)
_ 543
2(52° + 43)

_P
33+ p3) ¢

3
2 + 43

3

_ a
M; = —%—py,

L343 + p3)

__a
2 + 43
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Cas particulier des poutres infiniment

rigides dans une direction

— poutres B — poutres B
o 4 l o € | il d
=% . - o . Q o : . il
= C E g : [0
— ;. o= 3  ned
7} - = 3 =)
- — 7 e v : =
g_ / [y J g_ ] )
o o e
(v l : © [1)] ‘ 1
poutres A ' poutres A
Figure 5.57

Envisageons le cas particulier des systemes représentés sur la figure 5.57.
Les poutres B sont supposées infiniment rigides (cela peut étre admis si
la longueur ¢, est inférieure a deux fois la longueur ¢, et si la hauteur des
poutres B est sensiblement égale ou supérieure a celle des poutres A).

Alors une poutre B peut étre assimilée a une poutre infiniment rigide
appuyée sur des appuis élastiques ponctuels : la formule (5.27) est
applicable pour la détermination des réactions R. Dans la mesure ou les
poutres A suivent la méme loi de variation des moments quadratiques,
on peut substituer aux coefficients k, les moments quadratiques / des
poutres A ; soit :

P[z' L’Z[i
R; = 1+ =% (5.28)
Z[,- sz- ].i

(Cf. le cas 2 du paragraphe 5.2.6. pour les notations.)

136

Létude d’un tablier de pont sous charges peut étre assimilée au cas
a de la figure 5.57 (poutres A = longerons ; poutres B = entretoises).
L’étude de contreventement d’un batiment peut étre assimilée au cas
b de la figure 5.57 (poutres A = refends ; poutres B = planchers).
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Systémes hyperstatiques

5.4 Poutres sur appui elastique
continu

5.4.1 Parametres caractéristiques

On considére une p(x)

poutre a moment

quadratique  cons- m
tant, reposant sur % 1 -5
un appui continu de b Tt o

r

largeur b constitué
par un sol élastique. Figure 5.58

Si y désigne la fleche de la poutre au point d’abscisse x, la réaction du sol
en ce point est équivalente a une densité de charge :

r = —kby (5.29)

b est la largeur d’appui, supposée constante ;

k est une constante caractéristique du sol, appelée module de réaction :
rapport de la contrainte verticale a 'enfoncement correspondant.

Si p(x) est la densité de charge appliquée a la poutre, la fleche y doit
satisfaire ’équation différentielle :

4

d
E]ﬁ- + kby + p(x) = 0 (5.30)

L’intégration de cette équation conduit a poser :

_ 4 k0 _ 1

La longueur /_ et appelée longueur élastique de la poutre.
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On obtient successivement :

_ dy
y_dx
d2
M=E[$> (5.32)
_dmM
V=0

Les expressions de y, y', M et V font intervenir des fonctions W (x), X (x),
Y (x) et Z(x) définies sur les figures 5.59 a 5.62.

B Fonction W(x) = —¢ (cos yx + sin Yx) pour x > 0

= —¢™(cosyx — sinyx)  pour x <0
= _x 4 = =z
0,009 0,027 0,043 2 4 4 2 0,043 0,027 0,009
et — : : . : I/“-'——\: > X
3t 5 -=x I ! n 5z 3n
2 a4 4 2
- 1,000
Figure 5.59
B Fonction X(x) = ¢ “sin Yx pour x >0
= ¢™sinyx  pour x < 0
A
0,3220
. 0,2080
LN\ 0,0671 St 3n 7n
i i : 4 2 4 2n
—re— W : A S S S T
! J ! [ j : T [ —— »>
' I YX
} 2 R ¥ B_goita 00028
| 4 2 4 - 0,0090
Figure 5.60
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Systémes hyperstatiques

Fonction Y(x) = ¢ "(cos yx — sin yx) pour x > 0

= ¢"™(cos Yx + sin Yx) pour x < 0

1,000
3n bm 31 T 3n 50 3m
2 4 _m 4 2

k]
N
. L

|

~ 0,208 - 0,208
Figure 5.61
Fonction Z(x) = —e ™ cos Yx pour x >0
= ¢¥ cos yx pour x < 0

1,000

-1,000

Figure 5.62

139




Copyright © 2014 Dunod.

B Formulaires de poutres, plaques et coques

5.4.2 Formulaire de la poutre infinie

H Casl
) y
£y Py
¥ = —X e i
V= e X = W)
P P
M =-=—Y = -
47 (x) |4 2Z(x) = s
Figure 5.63
m Cas 2
Cy3 Cy? 1
C
M=Sz0 v=-Lw g
2 2 > X
()
Figure 5.64
m Cas3
¥
p
> X
- a _;‘O a
|
Figure 5.65
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0<x<a x> a

= ﬂ[W(d + x)— W(a — x)] =2y ——[W(x +a) = W(x — a)]

2kl kb
y=—gg2t Za= )+ Za+ ] y=—S 12+ &)~ Z(x— a)
M=—%[X(a+x)+X(a—x)] M= P [X(x—l—g) X(x — )]
4y 4y?
V=—%[Y(ﬂ—x)—y(d+x>] VI—%[Y(x—a)—Y(x-I—a)]
m Cas 4
§(O) =5t {1+ W (a) + Z(a)) o
gt 2 L 0P
y0) =~ kz 1 Y (a) + 2yaZ(a)] - . . x
= 2ya—1+Y(a)]
S 4’%7 oy X Figure 5.66

Bty M= Sf’ [W(x) = W(a — x) + 2yaX(a — x)]
ya
V=—L [X(a- %)+ X(x) — ya¥ (a — %)]
4724
%> g M=—L_(W(x)- W(x— a) — 2yaX(x — )]
8734

V= Pz [(X(x) — X(x — a) — Ya¥ (x — a)]

4y<a
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5.4.3 Formulaire de la poutre demi-infinie

Les déformations et sollicitations de la poutre demi-infinie sont calculées
a partir des résultats obtenus pour la poutre infinie par application de la
méthode d’Hétényi.

y
p(x) Py p(x)
Al ey
> X ol ' > X

Figure 5.67

y

(0

En un point O' immédiatement a gauche de O, sont appliqués une force
P, etun couple C, de fagon que sous I'ensemble du chargement M et V
soient nuls en O'.

On établit :
P =404M, +V;) C,= %(Z'VMO + ) (5.33)

M, et V, sont le moment de flexion et I'effort tranchant sous p(x) dans la
poutre infinie au droit de O'.

Désignons par ', y,, M, et V| les déplacements et sollicitations sous p(x)
dans une section d’abscisse x de la poutre infinie ; dans la poutre demi-
infinie, on obtient

PO’Yz C'O’Y3
= yr. + +
Ly Co¥?

y=n +2—%W(x) + o X(x)

> 5.34
M= M+ 0y + 0z Y
P CoY
_ 0 _ >0
V=4 + = Z(x) = W(x)
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Systémes hyperstatiques

B Cas 1: charge concentrée
Chargement auxiliaire en O P
c ]
Iy = PY(c) — 2Z(c)]
_P 0 X
Co ==Y()— 2
) Y[ (©) () Figure 5.68
Cas particulier c=0
— 2Py? W(x) 21y
I T = =1 7(x)
kb
M = —§X(x) V = —=PY(x)
2Py? 2P
y == y0) = -1
M@O0)=0 V() =—-r
m Cas 2: couple
Chargement auxiliaire en O .
Py = =2CY[Z(c) + W(0)] - C _
C, = —CI2Z(c) + W(c)] 0 X
Figure 5.69
Cas particulier c =0
4Cy3 4C y2
Y= kg Z(x) = — kg Y(x)
M = CW(x) V = 2CyX(x)
_ 4Cy3 _ICy~
rO=—5 "0 ="
M(0) =-C V() =20
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B Cas 3: charge uniformément répartie
'._C_
p

o 2a

A

Figure 5.70

Chargement auxiliaire en O :

= %[X(fla +¢) = X(e) =Y (2a + ¢) + Y()]

C. =L 2X(2a + ¢) — 2X() = Y2a + ¢) + Y ()]
0 2

Cas particulier de la charge uniformément répartie sur une longueur
infinie a partir de I'abscisse C.

On applique les formules (5.34) avec :

—ﬁ c) — c ZL G) — G
_Y[Y() X)) G 2Y2[Y() 2X(c)]

M(x) = iX(x —g) =+ ﬁY(x) + &Z(x)
4Y 2

472

? P CyY
Vix) = ﬁyu — o) & 702(;@ — %W(x)

3(0) = —LL12X(0) — W(e) — Y(¢)]

Zleb
__2 -
§0) = =S¥ (@) = X(0) — Z(c))
¥(0) = =211 = 20(0) = XE)XE) = (7(0) = 2X()Y (@)
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Systémes hyperstatiques

Cas particulier ¢ = 0

B Cas 4 : charge triangulaire

pﬂmﬂwmm s

a |

i ]

Figure 5.71

Chargement auxiliare en O :

__ P _

Ly = Z'Yz.cz (W(a) — 2X(a) + 1 + 2ya]
_ P _

Cy = 273.41 [W(a) — X(a) + 1+ ya]

m Cas 5: poutre demi-infinie articulée a 'origine

Figure 5.72

La réaction R s’écrit :

B kby, (0)
7y (5.35)

y,(0) est le déplacement vertical du point O de la poutre supposée non
articulée sous l'effet du chargement appliqué.
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Désignons par y' , y, M, et V les déplacements et les sollicitations sous
Ieffet du chargement appliqué, dans une section d’abscisse x de la poutre
demi-infinie ; dans la poutre articulée, on obtient

i (5.36)
_ R
M=M + TX(X)

V =V1+RY(x)

B Cas 6 : Poutre demi infinie articulée a Porigine avec
une dénivelée

R A
p(x)
——4
Y

J % z v 5 £ > - P

W A, o

o

X £ X
-t ™ >l
Figure 5.73

La figure d’équilibre est la juxtaposition de deux trongons :
» le troncon OS de longueur [ isolé du sol ;

> le trongon Sx en contact avec le sol.

Sur premier trongon (0 < x < /)

X

M=Rx—J.p(x)(€—x)dx V=R—J.p(x)a£v
0 0
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ues

Sur deuxiéme trongon (0 < x)

P

Figure 5.74

P et C désignent les forces de liaison entre les deux trongons ; M et V sont
données par les formules (5.34).

L’obtention des valeurs de R et [ sont ainsi obtenues.
» détermination des forces de liaison a 'extrémité S du premier troncon :

14
A4=MLjﬂmW—wM@=—aR@
0

Ll
V=R—Jﬂ@ﬂ=—ﬂ&@
0

» détermination des déformations a extrémité S du premier trongon
(équation de Bresse, formules (3.15) et (3.16)) :

'
v=0=1y, +CP0€+J.]W(€E[_X)6£X —  @y(R 1)
0
/
¢(R 1) = @ +J.%dx
0

» détermination des déformations a Pextrémité S du deuxieme trongon
(formule 5.34) :

y=v=0 — R
y=¢R( — ( dou R
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B Application au cas de la charge uniformément répartie p

v @ 2 2

en posant :
y(voir formule (5.31))
1 1
w= a0+ D + - D
avec: A=1+16 7 + 1
1+
R=p 2
Sur le premier trongon OS :
o

Sur le deuxiéme trongon Sx :

M = —§X(x) +CW(x) V= —PY(x) + 207X (x)

pt?
avec : P=pl—R et C=T—R€

L'étude d’une dalle de transition de pont peut s’assimiler au cas
ci-dessus.

148




4 Dunod.

201

Copyright ©

© Dunod - Toute reproduction non autorisée est un délit.

Systémes hyperstatiques

5.4.4 Formulaire de la poutre de longueur finie

Pour étudier une poutre de longueur finie AB soumise a un systeme de
charges déterminé, il suffit de superposer les efforts dans la poutre infinie,
résultant des deux cas suivants :

» Poutre infinie soumise aux mémes P,
charges que la poutre finie AB : Py [ Ps
déterminer V, et M, dans la section _ ¢ ¢
AetV et M, dans la section B. Al . B
Figure 5.75
» Poutre infinie soumise en A a P et @ 45
etenBaP, et C, pAl pBl
Jc » /CB
Figure 5.76

La superposition des efforts obtenus dans les deux cas doit rendre nuls les
efforts tranchants et les moments de flexion en A et B.

On tire de ces conditions quatre équations permettant de déterminer les
inconnues P,, C,, P,, C,.

Py + PgZ(l) — Cyy + CpyW(l) — 2V, =0
PuZ(l)+ Py — C YWl + Cpy + 2Vgp =0
Py + PY(4) — 2C 4y — 2CpyZ(4) + 4yM 4 = 0
Py (0) + Pg + 2C¥Z(0) + 2Cpy + 4YMp = 0

- (5.37)

Désignons par ', y,, M, et V| les déplacements et sollicitations dans une
section d’abscisse x (mesurée a partir de A) de la poutre infinie soumise
aux mémes charges que la poutre finie AB ; dans la poutre de longueur
finie, on obtient :
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y=y,+ szzz X(x)+CZ—2(3Y(x)— Pi;’z X(0—x)+ C/ff Y(/—x)
J’:)/I+%W(x)+%X(x)+%W(€—x)—Cigz){(f—x) |
M=M, -i—i)—’;Y(x)+C—2’4Z(x)+i)—1;}’(€—x)—%2(f—x)

V=V, +Z(x)—%mx)—%Z(e—x)—%mf—x)

— La théorie n’est rigoureusement applicable, dans le cas de la poutre
reposant sur le sol, que si la poutre est soumise sur toute son éten-
due a une réaction du sol ascendante.

— Lorsque la longueur de la poutre est telle que /7 < r

5 ¢ (¢, :lon-
gueur élastique), il n’y a pas lieu de tenir compte de la déformation
du sol ; la poutre peut étre calculée comme si elle était infiniment
raide.

— Lorsque la longueur de la poutre est telle que y/ > 5, on peut consi-
dérer les couples (P,, C,) et (P,, C,) indépendants I'un de I'autre
Chacun des couples (P, C) peut étre alors déterminé en supposant
la poutre demi-infinie.

150
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Cas particulier : chargement symetrique

A B
Figure 5.77
La symétrie entraine :
Vp=-V, Mp=M, Pp=r; Cp=-Cy
Pyl & Z{E)] —C 441 + W] — 2V =0

P+ YW)]—2C,01 — Z(UWU)] + 4yM 4 = 0} (5.39)
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3
(&
y=y + ’Z—z[X(x) — X(£ — %))+ Zg
2
_ Ly B C4Y
y = 3+ AW ) + W= ) + A
_ Ly C4
P
V=V, + Az~ 20~ 01~ L win) - w

[Y(x) =Y ({l — x)]

[X(x) + X(£ — x)]

Z(l — x))

Wl — x)]

> (5.40)
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5.5 Poutre courbe

5.5.1 Formules géneérales

Appelons r le rayon d'un anneau sup-
portant une densité de charge p et des
densités de couple C et C.

Dans une section d’abscisse curviligne
s, les sollicitations M, V et T sont reliées

par les relations suivantes : Figure 5.78
dV d7 M dM T
— sl — e e — .+..
ds 7 g Cx r ds Cy r el

5.5.2 Poutre circulaire encastreée

Hypotheses de la poutre circulaire encastrée

On considere la poutre circulaire
AB chargée normalement a son
plan ; la poutre est supposée encas-
trée a ses extrémités, pour résister a
la flexion et a la torsion.

Les formules qui suivent donnent
une bonne approche des valeurs |

des sollicitations sous réserve que Fiourelst 2o

e

GJ
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B Cas 1: charge uniformément répartie (p) par unité
de longueur de la poutre

[ 2sino — oucos o 2 2

Dans une section quelconque repérée par 'angle @

V = —pre
M = My cos ¢ — prz(l — Cos @)

"

(5.42)

T'= Mpsing — prz(cp — sin @)

Pour p=—a M, = kzprz Ty = /e3pr2

Tableau 5.2

80 0,2370 -0,7852 0,1781
70 0,1963 -0,5909 0,0976
60 0,1540 -0,4230 0,0478
50 0,1129 -0,2847 0,0202
45 0,0935 -0,2268 0,0122
40 0,0754 -0,1762 0,0069
30 0,0438 -0,0960 0,0017
20 0,0199 -0,0416 0,0002
10 0,0051 -0,0102 0,0000
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B Cas 2 : charge concentrée (P) au milieu de la portée

1 —
Mpy = === Pr = kyPr (5.43)

Dans une section quelconque repérée par I'angle ¢ > 0

__P
V = 5 )
M:MDcoscp—Trsincp [ (5.44)

P
' = Mpsin @ — 77(1— cos @)

Pour ¢ =-a M,=k,Pr Ty = ksPr

Tableau 5.3
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B Cas 3: charge concentrée (P) dans une section repérée
par Pangle p

(o0 — B)(cosP + 1) — sin(lan — B) — sina + sin 3) P
4(oc — sin o)
cosPB — cosaw — (@ — B)sin B P
20

VD:

MD:

Dans une section quelconque repérée
par Pangle @ :

M = Mpy cos ¢ + Vyrsin @
I'= Mpysin @ + Vpr(l — cos @)

Figure 5.80

M = MD cos ¢ + VDrsincp— Prsin(e —B)
T'= Mpsin @+ Vyr(l — cos @) — Pr[l — cos(¢ — B)]

5.5.3 Poutre circulaire fermee,
sur appuis pendulaires

On considere la poutre circulaire de rayon
moyen t, chargée normalement a son plan,
reposant sur n appuis pendulaires réguliere-
ment espacés, fournissant uniquement une
réaction perpendiculaire au plan de la poutre.
Les travées sont toutes identiques et le moment
quadratique des sections est supposé variant
symétriquement par rapport au milieu des
travées.

Figure 5.81
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B Cas 1: charge uniformément répartie (p) par unite
de longueur de la poutre

. , . 2 .

Réaction d’appui R = 7“ pr Effort tranchant maximal V' = ig
Au point courant E défini par 'angle

moment de flexion M = pr? X cosp — 1]

sin &
> (5.46)
: — 2 : —
moment de torsion 7" = pr o N ¢ cp]
i My = pr?| == — 1| = kypr?
Sur appuis A= | tha Vi
\

En D, milieu de la travée Mp = prz Siga - 1) = kzP’”Z

Le moment de torsion est nul en A et D ; sa valeur maximale est obtenue
pour :

Tmax - /63])7‘2

= arcos 2 &
1 o

correspondant a la section ot le moment de flexion est nul.

Tableau 5.4 Valeurs numériques des diverses fonctions

2 180° -1,0000 0,5708 50,5° 0,33080
3 120° - 0,3954 0,2092 34,2° 0,08270
4 90° -0,2146 0,1107 25,8° 0,03310
5 72° -0,1352 0,0690 20,7° 0,01660
6 60° -0,0931 0,0472 17,3° 0,00950
8 45° -0,0519 0,0262 13,0° 0,00395
12 30° -0,0230 0,0115 8,6° 0,00116
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B Cas 2 : charge concentrée (P) au milieu de chaque traveée

Réactiond’appui R =P
-
Effort tranchant V = i?

Au point courant E défini par ’angle ¢ :

flexion M = 7( cos cptan— — sin cp]
; (5.47)
. _ Pr
torsion = 7[5111([3 tan > + cos @ — 1)
. M = i_ g
EnAetD): S @ns

Le moment de torsion est nul en A et D ; sa valeur maximale est obtenue

pour ¢, = %, correspondant a la section ou le moment de flexion est
nul :
_ Pr 1
Tmax B 7 cos « !
2

5.5.4 Poutre circulaire bloquée latéralement
sur deux appuis linéaires horizontaux

q(o)

a@ |

VI TTTTT TS

Figure 5.82
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Du fait de la présence des appuis horizontaux, le moment de torsion T est
nul en tout point ; les formules (5.41) s’écrivent alors :
v__ M dM

i e B

La premiere et la derniére formule sont celles qui régissent le calcul des
poutres droites ; les formulaires correspondant s’appliquent donc pour
déterminer M et V.

De la seconde formule, on déduit :

g(a) = %

M
T (5.48)

5.6 Anneaux avec chargement
symetrique dans leur plan

5.6.1 Methode géneérale

Meéthode géneérale

T=1t-— t1

2
NIV

Figure 5.83

Le point courant d’'un anneau d’épaisseur constante et de rayon r est
repéré par I'angle mesuré a partir du point A. Cet anneau est soumis
a une fonction de charge ]_‘. ds caractérisée par ses composantes n et
t sur la normale et la tangente.
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5.6.2 Formulaire des anneaux non appuyeés

B Cas 1 : charge radiale
uniformément répartie sur tout
le périmetre

Quelle que soit la section

M =0 V=0 N = pr

Variation du diameétre

Zprz

A=—7q

Figure 5.84

m Cas 2: charge de n forces égales P, également réparties

2| sin o o

M= _&(coscp _l)

Prsin ¢
sin o

N =

P coso
2 sina

Valeurs particulieres

: _ 1 1)

enD: Mp = —&(COSQ = i) = ey Pr

2 | sin o
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Tableau 5.5 Valeurs numériques k, et k,

02k ke

Systémes hyperstatiques

2 180° +0,3183

5 1207 + 0,1888

4 90° + 0,1366

5 72° +0,1076

6 60° + 0,0889

8 45° + 0,0661

Déplacement radial du point D

p = Vs oa+5m20‘_|_,,29
4EQ sin? o 2 z

-0,1817
=0,0999
=0,0/705
-0,0549
- 0,0451
~{1,0333

o 4 Sin 2o 231[120&)

2 o

m Cas 3: charge uniformément réepartie

2
M = P—rcos 2¢
4
r
V= —%sin 2¢
N = prsin? ¢

Variation de longueur du diametre :

AL =P

A4 GET

| filll»

Figure 5.86
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B Cas 4 : poussée triangulaire

A
2
r
M= 20 (cos 3¢ — 6 cos 2¢)
48
__Po"(sing .
V= 4 [ 4 sin 2@)
b7 . 5
N =""cos @[4 —3(2 — 2 cos ¢ — sin? @] Po Po
12 A’
Figure 5.87
Variations de longueur du diametre :
A= rort AL = Po”4
A4 12FT BB 12FI

B Cas 5 : charge radiale sinusoidale p, sin ¢

) A

_ 22 m o _sine ¢

M = pyr (n 4coscp > —|—2cos<.pj
r

v =2 (- 2¢)sin o 5

Po” ;
NZT(RCOSCP+4smcp—2cpcoscp

—cos @ sin 2¢ — 2 sin’ @) A’

Figure 5.88

B Cas 6 : anneau soumis a un effort tranchant F

F . F .
T = ﬁsm ¢ N = 4_7'5(3(:08 @ — 2@ sin CP) T
M = ﬂ(cosc.p+2cpsincp—2)
4T

F .
V = 4n(smcp+2cp cos @) g

Y
Figure 5.89
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B Cas 7 : cas particulier de I'lanneau soumis sur tout son
contour a une densité de couple ¢

—r

¥ ow B
[l
22

Lr—A c
A (pr

Figure 5.90

I
o

toutes les sections tournent d’un angle :

I est le moment quadratique de la section par rapport a Gx.

5.6.3 Formulaire des anneaux appuyés sur
une géeneratrice

m Cas 1: deux charges
concentréees horizontales

R=10

Figure 5.91
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<o <a N:£(R_Q+SinaCOSQ)COS(P

M = %[Sinoﬁ—(Tc—a)cosa—(rc—a-i-sin oL COS &) COS @]
P . .
V = E(Tc—a-i-sm oLCOos () sin @
< < _P . _
o0<¢<T N—E(sm OLCOS OL— QL) COS P

Pr.. .
M=%[sm a—ocos &+ (a—sin acos o) cos @]

V=£(sin 0LCOs 0L — @) sin @

B Cas 2 : deux charges concentrées

verticales symetrique
R=2P
R
Figure 5.92
P
0<e¢e<a N——Esm oLCcos @

M = %[1+cosa — (T — o)sin & + sin2 & cos @]

V = —gsinzasin ©
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2 o cos ¢)

a<@<T NI%(Tl:sinq:—sin
= %(1+asino¢+cosoc + sin2 ocos ¢ — Tsin @)

V= —%(sin2 asin ¢ + Tcos @)

m Cas 3: charge radiale uniformément répartie

R = 2prsina
<o <a
® NI%[R—[(n—a)cosa-l—sin a]cos @]
7’2
MZT[[(TE—OL)COSOL-l-sin a]cos @ — T+ o + sin o]
=—%[(Tc—o¢)cosa+sin o] sin @

M = pTr[(sin oL — 0Lcos o) cos @ — Trsin o sin @ + o + sin o
r . - -
y=-2L [(sin & — atcos o) sin @ + TTsin cecos @]
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B Cas 4 : deux couples symetriques

R=0

_2C _2C ;
0<o<m N—Wsmacoscp V ="—"—=sin asin ¢

r

0<op<a M=%[(Tc—a)—2sinacos @]

a<e<m M=—%(a+25inacos )

B Cas 5 : charge verticale uniforme
(poids propre)

R = 2nrp
pr 3
N = 7(2@5111 ¢ — cos @)
2

pPr .
M = T(Z—cos ¢ — 2@sin @)

I ys
V = —7(3111 ¢+ 2@cos @)

B Cas 6: liquide de poids spécifique »

remplissant entierement ’anneau

R=nor?
. or? .
N—T(Zcpsmcp-l-coscp—Z)

3
M:GSTT(Z—COS ©— 2@ sin @)

2
V:_6547‘ (sin @ + 2¢ cos ¢)
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C C
R
Figure 5.94

Figure 5.95

\
.
A% 7
L% r 4
N
h
b

Figure 5.96
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p
B Cas 7: charge radiale répartie sinusoidale 70(1 — cos¢)

_ Ty
==
r
N = %(2 — cos @ — 2@sin @)
2
.
M = P% (2psin @+ cos @— 2)

r
V= P%(sin ¢+ 2@cos ¢)

B Cas 8: charge radiale répartie
sinusoidale pg Cos¢

R = TPy

r
= P%(cos @+ 2@sin @)

2
s
m =20

— cos @ — 2¢@sin @)

r
V = —P%(sin ¢+ 2@cos ©)

B Cas 9: charge tangentielle f
constante par unité de longueur

R = 4fr

N = Ji(fcsin ©— 4cos @

7
M —f—[4 T2 + 27 (¢ — sin @) + 8cos @]
__f
V =- 2n[2n(1 cos @) — 8sin @]

Figure 5.97

Po
i (p

;RD/

R
Figure 5.98

Figure 5.99
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5.6.4 Anneau non circulaire : cas de P’as

de carreau
X
- x -«
o b
a ) / \
’ i
A j———
Wy 5 e
Figure 5.100

Sur la partie courbe :

N = pR|1— cos cp(coscx+sma+—]]
[ rRV2

M = pR (Sm =S cpj (smcx s —]

R2

V' = — pRsin cp(cosa +sina + —)

rRV2

Sur la partie droite :
ol
N = pR( R 2 sin oa]

= InQ 52
M = P Rz(m —cosa)(31n(x+cosa+_] — 2
[ (a4 \/_ 3

V = px
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5.7 Portiques

Un portique est un systéme constitué par des poutres droites appelées
barres ayant leurs plans moyens situés dans un méme plan, et soumises
a des forces se trouvant dans ce plan. Les barres sont assemblées aux
noeuds (points de concours des barres) par une articulation ou un encas-
trement ; les nceuds peuvent étre déplacables ou non déplacables selon la
nature des liaisons existant entre le portique et le milieu extérieur.

5.7.1 Meéthode générale

A Uj uf U’,- U:f
Vi Vj Vj Vf
Pi | ?j Q’ 0’

N
, JIMITITTTRI,,. — PRl N
e J] N~

3 5{ » ;] ’

n, nj n i nj n, nj

f ;o ot f

m; m; m’; m’ m’; mj

Figure 5.101

Considérons une barre I] de portée /, joignant des nceuds I et ], et soumise
a un chargement donné. On désigne dans le repere de la barre par u, v, et
@, les composantes de déplacements dunceud I, et par n, ¢ et m. les compo-
santes d’efforts appliquées par la barre au nceud I, comptées positivement
lorsqu’elles tendent a déplacer le nceud dans le sens positif. On désignerait
de la méme fagon les composantes de déplacements et d’efforts appliquées
au noeud J, en substituant I'indice j a 'indicte 1.

Il en résulte, en tenant compte des conventions de signes définies au début
du présent ouvrage pour les déplacements et les sollicitations :

nz':Nz' nj:_jvj
t;p =V, tj ==Y
m; = M; my = — M,

N, M, v, Vj, M. et MJ sont les sollicitations dans la barre aux extrémités I et J.
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B Relations entre efforts et déplacements dans le repere
local

On désigne par [f, ] et [f,] les vecteurs des efforts appliqués aux nceuds I et
J; et par [d ] et [dj] ceux des déplacements.

L’état de la barre I] peut étre considéré comme la superposition des deux
états (I) et (IT) de la figure 5.101.

[’état (I) correspond a la barre I] parfaitement encastrée a ses deux extré-
mités ; dans ce cas, les déplacements des nceuds sont tous nuls et on désigne
par [f".] et [f")] les vecteurs des efforts appliqués. Pour déterminer ces
efforts, on se reportera au paragraphe 5.1.3.

L’état (II) correspond a la barre IJ non chargée et soumise a des efforts aux
extrémités correspondant aux déplacements subis ; des relations linéaires
peuvent étre établies entre les efforts appliqués et les déplacements grace
aux formules de Bresse (paragraphe 3.8).

= £Q - EQ
i I U ¢
12E7 GEI 12E7 GETI
. = =y _|_ _(Pf_ — = . _|_ _(Pr. \ 5.49
i T Vi T T R T T gV T @ (5.49)
r.—@ r._ﬂr.+6ﬂr._£u
my = €2 v / ¢ 52 ] / ‘-PJ

. _EQ | EQ
nj——gui—k 7 %

. _ _12FET . GEI , _ 12EI , _ GEl

t]_ €3 v fz ¢ £3 'y] 4?2 CP]> (550)
,.:_@ r_ZE[ ,_+6ﬂ,,_4ﬂ .

" 2 g i Tl ) T
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Ce qui s’écrit sous forme matricielle :
(31 =[k1ld;] + [4;]1d;]
[F ] =[] + i)

la superposition des systemes (I) et (II) conduit a:

1=+ 1]
[4;]1=1d;]

de méme avec I'indice ;.

B Expressions dans le repere global

Il faut réécrire ces expressions en se placant dans le repere global du
portique ; les déplacements dans le repere local (4, v, ) et les déplacements
dans le repere global (x, y, 0) sont reliés par les relations suivantes :

A

u = xcosa + ysino
v = —xsina + ycosa J
0=o¢ o

Une relation identique peut étre écrite

entre les efforts dans le repere local (#, ¢, m) /
et les efforts dans le repere global (X, Y, C).

Y

Figure 5.102

Soit sous forme matricielle :
[d] = [R][D] L =] L] (5.51)

m Equilibre des noeuds

Désignons par [F ] le vecteur des forces extérieures appliquées au nceud
I. I’équilibre du noeud exige que 'ensemble des efforts apportés par les
barres connectées en I soit égale aux forces extérieures, soit :
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qui peut étre développé ainsi :

(E.)=3[FE]1=SIRIA] = SIRYAF )+ 117D
= SRk IIA,] + 14 )1 )+ [f;)

= L (R (RRID,] + [RITLL JIRID ) + Z(ARTTL ) (5.52)

B Matrice de rigidite

L’équation d’équilibre (5.52) est écrite autant de fois qu’il y a de noeuds ;
ainsi Pexpression (5.52) étendue a ensemble du portique peut s’écrire
sous la forme matricielle suivante :

[£,] = [K][D] + [F"] (5.53)
ou [K] est appelé la matrice de rigidité.

B Résolution

La résolution de (5.53) consiste a écrire :
[F] =[F,] = [F"] = [K][D]

Les termes de [F"] correspondent aux charges appliquées et sont tous
connus.

Les termes de [F,] correspondent aux forces directement appliquées aux
noeuds ; parmi elles, celles appliquées aux nceuds d’appui (réactions) ne
sont pas connues. Ainsi, le systeme d’équations peut étre divisé en deux
sous-systemes, le premier correspondant aux noeuds non appuyés ([F | et
[D,]), le second aux nceuds appuyés ([F,] et [D_]).

2]-[4o]

ou sont connus [F ] et [D,] =0, et inconnus [F,] et [D].
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Des équations reliant [F ] et [D ], on déduit les valeurs de [D ].

Des équations reliant [F,] et [D ], on déduit les valeurs de [F,], c’est-a-dire
les réactions d’appui.

m Sollicitations dans les barres

La relation (5.51) permet de déterminer les déplacements [d] dans le
repere local a partir des déplacements dans le repére global. Les efforts
appliqués par les barres aux nceuds sont calculés avec les formules (5.49)
et (5.50), d’ou les sollicitations.

R,
30 kN/m 4
50 kN — 42 2 3]
10
s| |1
I E =10 000 MPa
‘R2 Q:0,4m2
c/\ I =0,1m*
1

Figure 5.103

Efforts appliqués aux nceuds par les barres chargées

bal’l’e ] 7[”1 = ﬂ”z = "'1 = 't”2 — m.'fl — m”2 — 0
bal‘l’e 2 71”2 — ?’2”3 =0 f”z = t"3 = —30 >2< 10 — lsokN
30 X 10°
m'y = g = P = —250 kNm
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Conditions d’appui

nceud 1, encastré uy = v, =0, =0

hoeud 3, articulé Uy = vy = 0

Relations entre efforts et déeplacements dans
les reperes locaux [f,]1=[f"]1+[f" ]

barre 1 7, =— 800u2 1y, =800u,
t;=—96v, + 2400, ty =96V, —240¢,
m; = 240v, —400¢, my=240v, —800¢,
barre 2 n2=400u2 n3=—400u2

t,=12v,+60¢,+60¢;+0,15 7;=—12v,—60¢,—60¢;+0,15
my=—060v,=400¢0,—200¢; m3=—060v,—200¢,—400¢;
—0,25 +0,25

Expression des termes [F] dans le repere global

[F]1=I[RI[f]

barre 1 (€=90%) X, =-96x,—2406, X, =96x,+2400,
Y, =—800y, Y, =800y,
C,=—240x,—4000, C,=—240x,—8006,

barre 2 (a=0°) X, =400x, X3 =—400x,
Y,=12y,+0600, Y;=-12y,—606,—0606,
+606;+0,15 +0,15
C,=—60y,—4000, C,=—60y,—2000,
+2000,—0,25 —400 65 +0,25
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Equilibre des nceuds [F_] = X[F]

neeud 1 R = —96x, — 2400,
R, = =800y,
C = —240x, — 4000,

nceud 2 0,050 = 496x, + 2400,
0 =812y, + 606, + 600, + 0,15
0=—240x, — 60y, — 120006, — 20065 — 0,25

R,=—12y, — 608, — 600, + 0,15
0 =—60y, — 2000, — 4006, + 0,25

Résolution

Isolement du sous-systeme [F ]

496 x, + 240 6, = 0,05
812y, + 6006, + 606, = -0,15
240x, + 60y, + 12000, + 2000, = -0,25
60y, + 2000, + 4000, = 0,25
On trouve :
Xy = 0,000294 m 62 = —0,000399 rad
Yy = —0,000219 m 85 = 0,000857 rad
Reéaction

R =68kN R, =175kN C = 89kNm R; = —118kN R, = 125kN
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Sollicitations
barre 1 (x=90°) #, = y, = —0,000219m  p, = —x,=—0,000294 m
¢, =0, = —0,000399 rad
N, =n =175kN V. = t,=— 68 kN
M, = m; = 89 kNm M, = —my=—249 kNm.
barre 2 (@=0") 4, =0,000294 m v, = —0,000219 m
¢, = —0,000399 ¢; = 0,000857
N, = ny, = 118kN
V, =t, =175kN V3 =—1;=—125kN
M, = my, = —249 kNm

5.7.2 Meéthode des rotations

Considérons le cas particulier des portiques a nceuds non déplagables ; par
définition pour chaque noeud I :

Les formules (5.49) et (5.50) s’écrivent :

_4ET . 2FE
m'; = —T(.PI- _TCP]' (554)
_ _2E . 4FT _
L’équilibre des noeuds s’écrit :
C; = 2m,

C. est le couple extérieur appliqué au nceud I et X m. I'ensemble des
couples appliqués par chaque barre concourant au noeud I. L’expression
peut encore s’écrire :
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C;=Xm; =2Xm;+3im’,

On obtient ainsi un ensemble d’équations linéaires permettant le calcul
des rotations, puis des sollicitations.

5.7.3 Formulaire des portiques

B Cas 1 : portique a un seul montant, une fois encastre,
et une fois articulé

e >
B C
¥ o<
Iz A /7
I
h Iy Rc b= ]_2 =
1
Hy—tp 1A
A
MX_ (R,
Figure 5.104

Charge concentrée

P40 —6bt* + 20° + 3at*

73 3k + 4

R,=P—R-
_ _ 3 pa 14

HA—HC—E(P/?—RC/J
MB=RC€—P4

MB
M , =T Figure 5.105
M,=Rcb
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Charge uniformément répartie

R=3P€-k+l
C ™72 3k+4
R, = pl — R-
B _3p€2 1
Mg =g =y "3 + &
2
_ y 44
Mp =Rt — 5~
M
B
My==3
RE
Mmax =27

Force horizontale concentrée

P _p _ _ SFab’
“ C BBk + 4)
Fb* 3kQ2a + h) + 2(a + 2h)
H, = .
53 3k + 4
H,=-F+H,
v Fab 3k +202h - b)
4 42 3k + 4
My = R/
Ay _ Fab® | Gak + 2a + 25)
F 3 3k + 4
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p
VA IYYYIYIVILY

W%|&

Mmax

Figure 5.106
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Systémes hyperstatiques

Force horizontale uniformément répartie

= = = ﬂ MBMEI[U]]]JJIII%O
Ry g 403k + 4)

=
_ b 3kt =
Hy==%3 "3 +4 e Mrmax
o3 k1 - é
C 2 3k+4 M,
O kt2 _
M, =~ 3T Figure 5.108

2 2
3k + 10k + 9
Mp,=RI{L M 2]%-
B C max 8 (3/€+4)2

Elévation de température : allongement unitaire ot

6ERar[ 202Gk + 1) + 34%] Mg Ugmmmw
H,=H, =

PL(3k + 4)

GELoutk(2h* + 30?)
RA =T = 5.2
hol=(3k + 4)
_ L
My = Rl My =——=

m Cas 2: portique a un seul montant,
a deux encastrements

C
A
h Iy Ll
A
Figure 5.110

119




Copyright © 2014 Dunod.

Charge concentrée
_b
avec P = 7
_ _Pab B
Mp C k+1
Mg
Mg=""3"
v Pab Q= RET2-p)
.=
4 20k + 1)
_ Pab

M 7

T RMy + (1—B)MC

Charge uniformément répartie

2
___ P
Mp 12(k + 1)
MB
My ="
_ pl*Bk+2)
Mc 24(k + 1)

B Formulaires de poutres, plaques et coques

Figure 5.111

p
Pidbieesvvy

Figure 5.112

Elévation de température : allongement unitaire ot

_ BEhor [ Mk +1) | 2+ ]
TR th
M_ZSHﬂ:h@+n+£2+M
CT Uk + | ¢ h

v _GELos 02+ 7

Bk +1) ‘h
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Systémes hyperstatiques

H Cas 3 : portique a deux montants articules
B I, C
(e i L ok
D H -2 ., 7
Hpt+—> <LA oL . L/
Rj- ¢ R
Figure 5.114
Charge concentrée
_ Pb _ Pa
Ry =7 kp =
_ _ 3Pab
4= Hp = 2050k + 3
My = M, = —Hp
4k + 3  Pab
M. = .
P
2k +3 2t Figure 5.115
Charge uniformément répartie
p
RA:RD:LE LYYV VYYYYYY
2
9 MB A e MC
T .. : :
Hy=Hp = 4h(2k + 3)

My = M, = —Hb

Figure 5.116
Dans I’axe du portique :

N 2k+1 pl?
mx 9,13 8
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Force horizontale au niveau de la traverse

_ ./
RD__RI_F?
F
H,=-Hp=-%
. _ Fh
MB__MC_T

Figure 5.117

Force horizontale uniformément répartie

_ _f?
Rp ==R4 =737
o= _Jh 11k +18

A 8 2k + 3
Hp =fh+ Hy

FERERRIENY

o= 3P k+2
B8 2k+3 Figure 5.118
_ B sk+6
Me =78 " 2%+3
A =P 1kt 18 )
max  128| 2£+ 3
Elévation de température : allongement unitaire ot
= — M M
Ry=R,=0 b iiii911iiiMe
ooy = 3Ehw
47D 20k + 3)

My = My = —H b

Figure 5.119
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Systémes hyperstatiques

B Cas 4 : portique a deux montants encastreés
B I, %
: —2
h Iy h
A D H p=2.”
MK _ ¢ M
Ra Rp
Figure 5.120

Charge concentrée

P
o b

a S % MB A

Mp
_ 6k + 1+ 0 — 202
R, =P1—- a) 1
3 wéwM :
RD:Pa6k+Za 12(1 A
6k + Figure 5.121
3 Pab
H =H, = —=-%
% D 2ht(k + 2)

_ Pab 5k — 1+ 20k + 2) _ Pab 3+ 7k — 20k + 2)

M

20 (B + 2)(6F + 1) D 20 (b+2)(6k+1)
My=M,—Hy M.=Mp—Hh  Mp=M,—Hh+Rua
_,_ £ A _ _ 3P0
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Charge uniformément répartie

pl
2
_ __pt
Ha=Hp = Z0e v 2
2
M4 = Mp 12(k + 2)
2
e | —L
Mp=Me =5 +2)

B Formulaires de poutres, plaques et coques

Figure 5.122
2
M. =P 3k+2
HLs 24 k+ 2

Force horizontale au niveau de la traverse

Kp = =Ry 3517'6@/11
HA=—HD=—§

e =
MB:_MC_FTh 6/e3f—1

Force horizontale uniformément répartie

kp = =Ry = ﬂgz ' 6kk+ 1

iy = % 2/fj23
Hy=—fh+ Hp ]
g =L e et
o= Bt et
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Figure 5.123

/

ME‘,NHD
Figure 5.124
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Systémes hyperstatiques

Mp

2
:fZ[_ k2%

_ Pk 2k
§(h12) 6/e+1:| Me == "5+ T Gk+1

Elévation de température : allongement unitaire ot

Mpllll1@1111lMc

Ry=Rp =20 =/
3E[20Lf 2k +1
H —_—

_ 4

H. = = .
4 D B2 k(k+ 2)

Ma=Mp= = "1 2 My Mp
3EL o 1 Figure 5.125
Mp =M= =" 332

B Cas 5: portique articulé, a traverse brisée

I L L b
\
X =hk+3)+ fGh+ f)

l I h

Hy— 0 O «—1— Hg
A A ¢ AE
Ra Re
Figure 5.126
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Charge concentrée
P
Pb Pa al b
RA = 7 RE = 7 IMC

B _ Pa Ghbl + f(30% + 4a?) MB@W

4/¢ X Mp

2

Pa Figure 5.127

Charge verticale uniformément répartie, sur un seul versant

3pl 1
W aed
. pt* 8h+5
HA_HE_64. Xf
£

Figure 5.128
Charge verticale uniformément répartie, complete
Ry =R =2 QD
2
HA:HE_;;EZ '8/0;5f
My = My = —Hb
M %ﬂ —Hbh + f)

Figure 5.129
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Systémes hyperstatiques

Force horizontale concentrée

Fh
Fy 2hk + 32k + f)
HEIT. X

H,=—F + H

M, = %’7 = HE(b + £ Figure 5.130

Force horizontale uniformément répartie

ph?
kg =—Rqe =7
ph? Shk + 62k + f) -
T X =
2 >
th Figure 5.131
MC:T_HE(/J+f)

Elévation de température : allongement unitaire ot

Ry = Rg =0 '5\\\\\\\/

3FE] =
Ha . : He
Figure 5.132
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B Cas 6 : cadres fermés
B

. C
>
Ly h
hi 11 I =22
1 1 k=77
l>
: — D
AN |
R R
i A ¢ | D
= i
Figure 5.133
Chargement symétrique

IR

Figure 5.134

Sur 'appui B désignons par t, et m, I'effort tranchant et le moment de
flexion dus au chargement appliqué sur la barre BC supposée parfaitement
encastrée (paragraphe 5.1.3)

RA:RD:IB

2k +3
Bk + 3)(k + 1)

ok
B+ 3)(k+1)

My = Mp
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Systémes hyperstatiques

Chargement symétrique opposé

T

V773

A’WT T‘%D

Figure 5.135
Chargements symétriques auto-équilibrés
: !
Désignons par m, et m, les '
moments de flexion en A et |
B dus aux chargements des 5 l | l 5
barres AB et BC supposées :
parfaitement encastrées. . : "
MA:MB:MC:MD _§<__.._. ......... : ________ —§-
myk +
k+1 }
A T t T D
Figure 5.136
Cas particulier I =1,
o B B B mA/y + me
MA_MB_MC_MD_ h 4/
Sideplush =/
B B B _ my t omg
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Chargement antisymétrique

Sur I'appui B désignons par ¢, et m,
Ieffort tranchant et le moment de
flexion dus au chargement appliqué
sur la barre BC supposée parfaitement
encastrée (paragraphe 5.1.3).

2k + 1
M — —M —
B CT B )GE+ 1)
— _ k
M 4 M "B + DGR + 1) Figure 5.137
2 Mjy

14

Chargement antisymétrique opposé

o

Figure 5.138
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Systemes hyperstatiques

5.8 Arcs hyperstatiques

Relations de Bresse

Pour le calcul de ces arcs, on utilise les formules de Bresse (3.11) a
(3.13) dans lesquelles on introduit 'abscisse § au lieu de Iabscisse
curviligne s, en substituant aux valeurs réelles des caractéristiques de
la section courante, les valeurs réduites suivantes :

Y+ G, s) section réduite relative a la déforma-
tion d’effort normal :
0 Q = Qcos 0

» X  section réduite relative a la déforma-
tion d’effort tranchant :

Q’l = Ql cos 0

Figure 5.139

moment quadratique réduit :
I" =1 cos 0

Les formules de Bresse s’écrivent alors :

* N cos 0

) = 1y = 9oy = )= [ L Wgg— [ HesBg

+ J:; ‘2;8319 dé + ar(x — x;) (5.56)
o) = gy + @yl — p) +JZMxT_E)d§ ; st e

_ ;‘ggfle dE + ar(y — yp) (5.57)
o) = o0 + [ 2L (5.58)

191




© 2014 Dunod.

1 ht

Copyrig

B Formulaires de poutres, plaques et coques

5.8.1 Arc a deux articulations

3
A
G
0
qb(/ 40 — X
AA B
R R
‘A ¢ B
Figure 5.140

B Action des charges verticales

Comme dans I'arc a trois articulations, les composantes verticales R, et
R, des réactions d’appui en A et B, sont égales aux réactions d’appui de
la poutre sur appuis simples, de portée AB, soumise aux mémes charges
verticales que I’arc.

Laseule inconnue hyperstatique estla poussée Q ; elle est déterminée au moyen
de la formule (5.56) de Bresse, en écrivant que la distance AB est invariable.

LM N cos 0 ' Vsin 0
y Cos _
_[ ds J'O 08D g +J'0 cadx = 0

En remplagant M, N et V par leurs expressions (4.6), (4.8) et (4.9) et en
faisant £Q' = GQ,, ce qui est admissible en raison de la faible influence
de la déformation tranchant, on obtient :

ny
D.[ ——dx (5.59)

¢ de 0 dx __ D
avec D = J -[0 7O Y D+ 4

et u étant le moment de flexion dans la poutre sur appuis simples AB
soumise aux mémes charges que l'arc.

v est le terme de Bresse, toujours voisin de 1 ; ce terme prend méme la
valeur 1 si le raccourcissement de 'arc sous effort normal est négligé.
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Systémes hyperstatiques

B Influence de la température ou d’un éloignement des
appuis

Un accroissement de température qui conduirait, en cas de dilatation non
génée, a un allongement ot par unité de longueur suivant AB donne une
poussée :

ot
Q=517 (5.60)

Si les appuis s’écartent de la quantité 8, on a de méme :

Q="p37 (5.61)

Pour un arc dont la poussée est équilibrée par un tirant, on peut tenir
compte de I'allongement de ce tirant en remplacant la section Q' par une
section fiction €, telle que :

1 1 1

— ’+
EQ,  EQ  EfQr (5.62)

E_étant le module d’élasticité du tirant et Q. sa section.

5.8.2 Arc encastre

Les inconnues hypersta- Y4
tiques sont au nombre de
trois ; on choisit habituelle-
ment comme inconnues
les composantes R, et Q
de la réaction de I'appui de
gauche, et le moment Jl de

B i R
cette réaction par rapport a I - ¢ J
'origine des coordonnées. - -

Figure 5.141
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Dans le cas d’'un arc symétrique, il et pratique de choisir comme origine
des coordonnées le centre élastique O de l'arc, dont les coordonnées par
rapport a A sont :

J’f_ydx
_ ! o EI
o EI'

B Cas des charges verticales

Les équations tirées des formules de Bresse et fournissant les inconnues
hyperstatiques, sont les suivantes (toujours avec EQ' = G et u étant le
moment de flexion dans la poutre isostatique).

l 4
dx _  [‘pdx
MLH— e (5.64)
0524 ‘d (uy dx
y“dx x |_ ("W
Q[Jo B Jo EQY J.o ET (5.65)
C x2dx U dx Cuxdx
RA[L T jo EQ’]_ jo El' (5.66)

En un point G (x, y) de la fibre moyenne, ou la tangente fait un angle 6
avec ’horizontale, les expressions de M, N et V sont :

M=p+ M+ Rx— Qy (5.67)
N = (i—l: + RA)sin(-) + Qcos 6 (5.68)
| dp :
V = E+RA cos® — Qsin 6 (5.69)
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Systémes hyperstatiques

B Influence d’une variation linéaire («t) par uniteé
de longueur

M = =
£ 2d
)y ax _
Q|:J0 e EQ’] ot l (5.70)

5.8.3 Bow-string

Une poutre bow-string est

Y

constituée de deux arcs réu- lP 1 iP‘? Ps
nis aux naissances, solidarisés 0, l
par des montants (ou suspen- Gy \
tes) quon suppose articulés, 2 JIEE
de longueur invariable et [~G, b
infiniment rapprochés. Larc A& j B X
inférieur est appelé tirant. i s -
Les appuis A et B sont des _

Figure 5.142

appuis simples. On considere
le cas des charges verticales.

Q, et Q, désignant les poussées a I'appui A pour chacun des arcs AG B et
AGB,ona:

Q =-0Q,=Q (5.71)
M =p = Q= )

On pose d’autre part :

y=n-y I=L+5L =g tg-
(les indices 1 et 2 sont relatifs, respectivement aux arcs AG,B et AG,B).
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[’équation qui donne la poussée Q est :

Q|:J-£y2dx+ J~£ dx}: EM

o EI 0 EQY o EI

Les efforts dans les deux arcs AG B et AG,Bsont :

I 1
M, = MT M2 = MT
d; Q dM,
17 g 0 T e, M2 T a2 T
1~ gy M 2 dx

5.8.4 Formulaire des arcs paraboliques

Arcs paraboliques

cos 0,

(5.72)

(5.73)

(5.74)

(5.75)

La fibre moyenne est caractérisée par :
Vi

4

J’_E_zx -
_4f[1_2_x] AJI T\—x

Figure 5.143

Par ailleurs, les moments quadratiques réduites I' et les sections

réduites €2’ sont supposées constantes.

196




© 2014 Dunod.

Copyright

© Dunod - Toute reproduction non autorisée est un délit.

Systémes hyperstatiques

m Cas 1: Charge uniformément répartie

¢¢¢1rvrv

\

_, _ P!
Ry=Rp="5
pt? i
QA:QB: ryvyy Yy
15/7'
8F1+
f[ 89’]‘2]

N=p[§—xJSin8—|—QAcose
px(l — x) A
M= 2 —Q

V:P(g—xjcosﬁ—QAsine

B Cas 2 : Charge concentrée verticale

a_ P
_ Pt — a)
RA—T
Pa
RBZT
2
5Pz a a a 1
Q= Sf( g)( / P]1+15[’
8Q £

Pour 0 < x <a

Pl — a) .

N = 7 sin § + Q , cos 6
Pl — a)

M = 7 x—QAy
Pl — a)

V = 7 cos — Q 4sin @

gure 5.144

Figure 5.145
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N = —%sin@ + Q 4 cos O

M=L20— ) - Quy

V :—%COSB — Q sin b

B Cas 3 : Charge uniformément répartie partielle

3pl i
Ry=2- Ry=1L- TR
2
y24
QAZQB_ /—\
16 157"
f(l " SQ’fz] Figure 5.146
4
Pour 0<x <=
2
N =53 _ xl|in0+ Q,cos6
B 3 sin 4 €0s
x| 34
MZ%(Z"‘J—QAJ’
Vzp(%g—chosﬂ—QAsm@
p 4
our §<x<ﬁ

198
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Systémes hyperstatiques

B Cas 4 : Charge concentrée horizontale
H
b
= Y
Figure 5.147
_ _ bH
Ry=—Rg =7
2 3 4
QA:_QP_EJ2_§g+m2+1m _ 8a 1
2 / ¢ ! T 157"
1+
8Q 2
Qp=H +Q,

Pour 0< x <a

N = —bﬂsinﬁ + Q4 cos 6

£
bHx
M=-=7=Qu
_ bH :
V——TCOSB—QASIHO

Pour a<x </

N = —b%sinﬂ + Qpgcos 6

M=—%?—H@—@—QM

V = —bTHcosﬂ — Qpsin B
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5.8.5 Formulaire des arcs circulaires

I et Q représentent respectivement le moment quadratique et 'aire de la
section droite supposée constante.

Y

Figure 5.148

Onpose vy =
[+ g X 4o
RQ 200 — 3sin 200 + 4o cos? o

m Cas 1: charge uniforméement repartie le long
de la fibre moyenne

Figure 5.149

200




© 2014 Dunod.

ight

Copyrig

© Dunod - Toute reproduction non autorisée est un délit.

Systémes hyperstatiques

R, = Ry = pRa

pR (9 — 4az)sin 2o — 10acos 2o — 8w
Q=Qp =75 X 3 Y

20 — 3sin 2o 4+ 4otcos” o

N = pResin @ + Q 4cos ¢
M = pRz(o&sina — @ sing + cosa — cos ) — Q ,R(cos ¢ — cos o)
V =—pRpcosg + Q sin¢g

B Cas 2: charge horizontale constante par unité
de longueur de ligne moyenne

——mEE—
P _w_*’p
B — e

Figure 5.150

R, =—Ry=—pR(l — acota)

Qq=—Qp =—pRa
N = pR(sin ¢ + ¢ cos oo — o cot o sin ¢)

M = pRz(acotasin@ — @ cos @)
V = pR(acotocos @ + @sin@ — cos ¢)

B Cas 3: charge horizontale constante par uniteé de

longueur de lighe moyenne (distribution symétrique)

- —_—
—_—
P p
I T— —_—
—— _—
- S — ——
Figure 5.151
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2
a2—1—8coso¢+2asin2a—|—9cosza—|—2a[
PR RQ
QA =Qp = 3 X 3. 5 Y
0&—581n2a+20¢cos o

N =[Q, — pR(a — ¢)|cos ¢
M = pR*[(a — @)cos @ — sin o + sin @] — Q 4R(cos ¢ — cos )
V=[Q, — pRla — @)]sing

B Cas 4 : Charge horizontale concentreée

_ __ P(cosp — cos )
RA N RB B 2sin o
P
p
a—
Figure 5.152
—PcosasinB S sin 23 _43 sin 2a
= 3. Y
0‘_551“ 200 + 200 cos”
Q ; B+Q:C052a — B cosP cosax + %w —B)
+ R°Q
v
Ot—%sin 200 + 20 cos’ o
QB =H + QA
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Systémes hyperstatiques

Pour —a<¢e<p

N =—R,sing + Q  cos ¢

= Zsina(cosa — cosB)(sin o + sin @) — QAR(coscp — cos )

V=R, cos¢ + Q sin¢
Pour B<e¢e<a

N =—=R, sing — Qpcos ¢

R : . )
= Jina [2sin a(cos B — cos @) — (cos B — cos a)(sin o + sin ¢)]

— Q 4R(cos ¢ — cos )
V=R, cos¢ — Qpsin @

B Cas 5 : Variation uniforme de température At

On désigne par a le coefficient de dilatation thermique.

R,=Rp=0

QA=QB:2E2[><¢ZA1¢>< sin o : v
R a—zsin2a+2acos «

N =Q,cos¢

M = —Q 4R(cos ¢ — cos a)

V =Q,sing

Déplacement vertical de la clé :

3 .
v = RaAt(l1 — cosa) + QA%(COSO& - % — %cos o — OLSlzna]
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B Cas 6 : Gradient de température At entre faces
supérieure et inférieure (hauteur de la section, h)

At est compté positif si la face supérieure est la plus chaude.

R, =Ry =0
2FlaAt sINQ — O COS &
Q=CQ =" Rh a3 ;!
— —=sin 2 + o cos” o
2 4
N =Q cos¢
M = —Q 4R(cos ¢ — cos o)
V==Q,sineg

Déplacement vertical de la clé :

2 3 .
_ R7alA¢, . _ R 1 3 _ asin 2a
v 7 (asino + cosaw — 1) + Q, =T (cos o 4 5o 2a 5 )



6.1

Définitions et notations

Plaques

Formules fondamentales

On appelle plaque un solide limité par deux plans paralleles et par
une surface fermée qui définit les bords ; I'épaisseur constante h de la
plaque est supposée faible par rapport aux autres dimensions.
Toutes les forces, charges et réactions, sont appliquées normalement
a la plaque. La plaque est repérée dans un systeme d’axes Oxyz, le
plan Oxy étant confondu avec le plan moyen de la plaque.
Notations utilisées :

z : déformation du plan moyen de la plaque (fleche) ;

n : coefficient de poisson ;

h : épaisseur de la plaque ;

E : module d’élasticité ;

D : coefficient de raideur de la plaque.

Eb>
o) 6.1
121 — v2) (6.1)

=

our une bande de largeur unité parallele a I'axe Ox ou a I'axe Oy :
, My moments de flexion ;
Vy efforts tranchants ;
R, réactions d’appui ;
moment de torsion.

<X

=
1%

=

x)

=

X
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Expressions des moments en fonction des courbures :

2 2 2 5
Mx=D(a—z+va—zJ M =D(a—z+va—zJ

2 2 J 2 2
0x 8)’ 8)’ 0x { (6.2)
2
_ . 0°z
Myx = D1 — v) 33y
Expressions des efforts tranchants :
oM, OM, oMy IM,,
Ve=% t dy Vy = ay iy (6.3)
Expressions des réactions d’appui :
oM M
= bl _ %

En écrivant 'équilibre d’un petit élément de plaque de cotés infiniment
petits dx et dy, et soumis a une densité de charge g, on obtient I’équation
(Lagrange/Sophie Germain) :

5z e &'z n 5z _ 41
dx? ax%9y?  ay* D (6.5)

L’étude d’une plaque soumise a une densité de charge g(x, y), se ramene
donc a l'intégration de I’équation (6.5), en satisfaisant les conditions aux
limites (appuis, bords libres...).

Les valeurs numériques des tableaux qui suivent ont été établies en
supposant v = 0,3 (cas de l’acier).

Désignons par M,, M etz les moments et la fleche obtenus avec v =
0,3 ; pour d’autres valeurs de n, on a :
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Plaques

M) = L1[( = 0,3v) M, — (0,3 — v)M,)]
M,(v) = L1 = 0,3v) M, — (0,3 — v)M,]¢r (6.6)

2(v) = 1,101 — v?)z
Cas particulierdev =0 Cas particulier de v = 0,2
M, = 1L1M, — 0,533M, M, = LM, — 0,110,
My =11M, — 0,33 M, My =103M, — 0,11 M,
z = Ll=z z = 1,06z

6.2 Plagques rectangulaires

Principe de la résolution

Lexpression de la fonction z résultant £
de Pintégration de I’équation (6.5) ne ,
peut étre explicitée que dans le cas par-
ticulier d’une charge répartie sur la sur-
face, répondant a I'expression : b

nmy
b !

Dans les autres cas, Navier a proposé 0 . a |

d’écrire la fonction de charge sous la

forme d’'une double série trigonomé-

trique :

. mTx .
= Sin——S81n
9 = 9 .

Figure 6.1

_ < < . mhx . niy
q(x, ) mz=‘1 n§1dmnsm —sin—

permettant d’utiliser les résultats (paragraphe 6.2.1) du chargement
précédent dans des développements en série. Les résultats se pré-
sentent alors sous forme de formules approchées ou de tableaux de
valeurs numériques (paragraphe 6.2.2). Dans chaque angle, existe
une réaction S empéchant le soulévement des angles (ne pas confon-
dre avec la notation précédente S d’une section droite).
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B Formulaires de poutres, plaques et coques

6.2.1 Chargement sinusoidal

. mWx . Ay
q(x,y) = qysin . sin—=

Moments de flexion maximaux au centre :

g, 2 2 q 2 2
S (RS et VS (N
2 2\ a b 7 2\ b a
2| m n 2| m n
(1l R R Ll R
a b a b
Efforts tranchants et réactions maximaux aux milieux des cOtés :
0 90
2 2\ 2 2)\?
nal e+ % ol 2+
2% b 2% b
2 2 2 2
Rem Tt ] R B0
3 AW b 9 N\2\ & a
na| 75+ no| 7+
P 2% bt
Réactions dans les angles :
2 1—v
¢ —_ 9o ( ) 2
2 2
2 /] 7
T ab +
Fleche maximale au centre :
90
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Plaques

6.2.2 Formulaire des plaques rectangulaires
A ZA
m Cas 1: plaque rectangulaire gxy)=p
uniformément chargée, les
quatre cotés en appuis simples 0 > X
Levy et Estanave ont établi : iz
4 | E—
R | | s
Eh? | :
= ppa? M, = Ppypa’ . ~ =
Ve = P4 Vy = 1104 . |b2
R, = dpa Ry = 8 pa ———— LY
S = —npaz a j
Figure 6.2
Tableau 6.1
bfa | o« | o | 6 | v | v | s ] | » |

0,0443 0,0479 0,0479 0,338 0,338 0,420 0,420 0,065
0,0530 0,0553 0,0494 0,360 0,347 0,440 0,440 0,070
0,0616 0,0626 0,0501 0,380 0,353 0,455 0,453 0,074
0,0697 0,0693 0,0504 0,397 0,357 0,468 0,464 0,079
0,0770 0,0753 0,0506 0,411 0,361 0,478 0,471 0,083
0,0843 0,0812 0,0499 0,424 0,363 0,486 0,480 0,085
0,0906 0,0862 0,0493 0,435 0,365 0,491 0,485 0,086
|Waa 0,0964 0,0908 0,0486 0,444 0,367 0,496 0,488 0,088
0,1017 0,0948 0,0479 0,452 0,368 0,499 0,491 0,090
0,1064 0,0985 0,0471 0,459 0,369 0,502 0,494 0,091
0,1106 0,1017 0,0464 0,465 0,370 0,503 0,496 0,092
0,1336 0,1189 0,0404 0,493 0,372 0,505 0,498 0,093
0,1400 0,1235 0,0384 0,498 0,372 0,502 0,500 0,094
0,1416 0,1246 0,0375 0,500 0,372 0,501 0,500 0,095
0,1422 | 06,1250 | 0,0375 0,500 | 0,372 0,500 0,500 0,095
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B Cas 2 : plaque rectangulaire soumise a une pression

hydrostatique p = pO% , les quatre cotés en appuis

simples
Galerkin a établi :

Fleche pour b > a

Tableau 6.2 Valeurs de o pour y=0

a | x-025a | x-050a | x-o0s0a | x-0750

0,0143
0,0173
0,0203
0,0231
0,0257
0,0281
0,0303
0,0323
0,0342
0,0358
0,0373
0,0454
0,0477
0,0482
0,0484

0,0221
0,0265
0,0308
0,0348
0,0385
0,0421
0,0453
0,0482
0,0508
0,0532
0,0553
0,0668
0,0700
0,0708
0,0711

YA

5 ' b2
Po I ;
it % E b2

[ a

e
Figure 6.3

0,0220
0,0264
0,0305
0,0344
0,0380
0,0414
0,0444
0,0472
0,0497
0,0519
0,0539
0,0647
0,0679
0,0687
0,0690

0,0177
0,0210
0,0241
0,0271
0,0298
0,0323
0,0346
0,0366
0,0385
0,0402
0,0417
0,0498
0,0521
0,0527
0,0529
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Flechepourb<a z=-—-a——¢

Tableau 6.3 Valeurs de o pour y=0

Plaques

e | x-02se | -0s00 | x-oote | 50750

0,0355
0,0355
0,0355
0,0350
0,0315
0,0307
0,0295
0,0285
0,0272
0,0256
0,0238
0,0217
0,0195
0,0167

0,0143

-l
“

0,0711
0,0708
0,0700
0,0688
0,0553
0,0532
0,0508
0,0482
0,0453
0,0421
0,0385
0,0348
0,0308
0,0265

0,0221

0,0853
0,0850
0,0820
0,0756
0,0592
0,0566
0,0536
0,0506
0,0472
0,0436
0,0397
0,0355
0,0312
0,0268

0,0220

0,1066
0,1054
0,0908
0,0772
0,0537
0,0508
0,0474
0,0441
0,0406
0,0370
0,0332
0,0294
0,0255
0,0217

0,0177
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Formulaires de poutres, plaques et coques

Tableau 6.4 Moments de flexion pour b > a
— 2
M, = Ba Py
_ 2
My T Bla Pg

Valeurs de p pour Valeurs de B, pour

pour y=0

212

b/a X = X= X =
0,60a 0,75a 0,60a

X =
0,75a

BEEN 00132 00239 00264 00259 00149 00239 00245 0,0207
BEEM 00156 00276 00302 00289 00155 00247 00251 0,0211
BEEN 00179 00313 00338 00318 00158 00250 0,0254 0,0213
BEEN 00200 00346 00371 00344 00160 00252 0,0255 0,0213
BEEN 00221 00376 00402 00367 00160 00253 0,0254 0,0212
BEER 00239 00406 00429 00388 00159 00249 00252 0,0210
IR 00256 00431 00454 00407 0,0158 0,0246 00249 0,0207
0,0272 0,0454 0,0476 0,0424 0,0155 0,0243 0,0246 0,0205
BEEN 00286 00474 00496 00439 00153 00239 00242 0,0202
IEEN 00298 00492 00513 00452 00150 00235 0,0238 0,0199
BEXM 00309 00508 00529 00463 00148 00232 00234 00197
BEXD 00369 00594 00611 00525 00128 00202 0,0207 0,0176
BEXI 00385 00617 00632 00541 00120 00192 0,0196 0,0168
BEXM 00389 00623 00638 00546 00118 00187 00193 0,166
B 00391 00625 00640 00547 00117 00187 00192 0,165



Plaques

Tableau 6.5 Moments de flexion pour b< a
M, = Bb>p,

_ 2
My - Blb PO

Valeurs de  pour Valeurs de B, pour

pour y=0

© Dunod - Toute reproduction non autorisée est un délit.

a/b X =
0,60a

)
0,75a

X =
0,604

X =
0,75a

0,0094 0,0187 0,0225 0,0281 10,0312 0,0625 0,0750 0,0937
BEXM 00094 00187 00230 00309 00312 00623 00742 0,0877
BEXM 00094 00192 00237 00326 00312 00617 00727 0,0820
BEXI 00096 00202 00256 00345 00309 00594 00678 0,0715
BEXM o008 00232 00285 00348 00284 00508 0,0554 0,0523
BEEM oot 00235 00288 00345 00278 00492 0,0553 0,0498
BEEN o015 00239 00291 00341 00269 00474 0,0509 0,0470
0,017 0,0243 0,0293 0,0337 0,0261 0,0454 0,0485 0,0442
IR o020 00246 00204 00331 00251 00431 0,0457 0,0412
BEEN 00123 00249 00294 00324 00239 00406 00428 0,038]
RN o026 00253 00292 00315 00225 00376 00396 0,0348
BEEN 00129 00252 00200 00304 00209 00346 00360 00314
BEEN o031 00250 00284 00291 00192 00313 00323 00279
BEENN 00134 00247 00276 00276 00169 00276 00285 0,0245
m 0,0132 0,0239 0,0264 0,0259 0,0149 0,0239 0,0245 0,0207
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Formulaires de poutres, plaques et coques

Tableau 6.6 Reéactions pour b<a

Rx = Bpod Ry = Blpob

Valeurs de & Valeurs de Valeurs de 5,
pour x=0 pour x = pour y =+ b/2
- _ X = X =
_ o, 25b - 0, 25b 0,60a | 0,75a

0,125 0,250 0,300 0,375

0,008 0,006 0,092 0,076 0,125 0,250 0,301 0,379
0,013 0,010 0,112 0,093 0,125 0,251 0,301 0,377
0,023 0,018 0,143 0,119 0,125 0,252 0,304 0,368
0,050 0,038 0,197 0,166 0,127 0,251 0,296 0,337
0,055 0,041 0,205 0,172 0,127 0,251 0,294 0,331
0,060 0,045 0,213 0,179 0,128 0,249 0,291 0,325
1,7 0,066 0,050 0,221 0,187 0,127 0,248 0,288 0,318
0,073 0,055 0,230 0,195 0,127 0,245 0,284 0,311

0,080 0,060 0,240 0,204 0,127 0,243 0,279 0,302
0,088 0,067 0,250 0,213 0,126 0,239 0,273 0,292
0,097 0,074 0,260 0,223 0,124 0,234 0,266 0,281
0,106 0,081 0,271 0,233 0,122 0,227 0,257 0,269
0,116 0,090 0,282 0,244 0,120 0,220 0,247 0,255
0,126 0,098 0,294 0,256 0,115 0,210 0,234 0,239




Plaques

Tableau 6.7 Reéactions pour b > a

© Dunod - Toute reproduction non autorisée est un délit.

R, =3pja R, S pb
B -
pour x=0 pour x=a pour y =+ b/2

7=0 | o | 770 | ot | o | oloe | o | 0¥
0,25b 0,25b 0,60a | 0,75a
BEM o126 0098 0204 0256 0115 0210 0234 0,239
BEEM o036 o107 0304 0267 0110 0199 0221 0224
BEEM o1+« o114 0312 0276 0105 0189 0208 0209
BEEN o0 0121 0318 0284 0100 0178 019 0,19
BEW o055 o126 0323 0202 0095 0169 0185 0,184
BEN o5 0132 0327 0207 009 0160 0175 0,174
BN o062 o013 0330 0302 008 0151 0166 0,164
0,164 0,140 0332 0,306 0,082 0,144 0,157 0,155
BEEN o6 0143 0333 0310 0078 0136 0149 0,147
BEEM o167 0146 033¢ 0313 0074 0130 0142 0140
BEXM o168 0149 0335 0316 0071 0124 0135 0,134
BEXM o160 0163 033 0331 0048 0083 0091 0,089
IEXM o168 o167 0334 0334 003 0063 0068 0,067
BEXY o167 o167 0334 0335 0029 0050 0055 0,054
BB o067 o167 0333 0333
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B Formulaires de poutres, plaques et coques

Réactions aux angles

pour b <a pour b >a

Cn
o)

| = —nlpoczb S, = —nzpoab | = —nlpoczb S, = —nzpoab

Tableau 6.8 Valeurs de n, et n, Tableau 6.9 Valeurs de n, et n,

[

[

/ /

)

-l
\l

a

0,026 0,039
0,026 0,038
0,026 0,037
0,026 0,036
0,025 0,035
0,024 0,033
0,023 0,032

1,7 0,022 0,030
0,021 0,029
0,021 0,028

0,020 0,026
0,014 0,018
0,010 0,014
0,008 0,011
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b>a

Plaques

Cas 3 : plaque rectangulaire soumise a une charge
triangulaire, les quatre cotés en appuis simples

YA

N
o
X

Figure 6.4

Tableau 6.10 Valeurs établies par Galerkin

1,0 0,0287 0,0340 0,0317 0,199 0,315 0,147 0,250 0,038
15 0,0343 | 0,0390 10,0326 | 0,212 | 0,297 | 0,161 | 0,232 0,038
12 | 0,0388 |0,0436 10,0330 0,222 | 0280 | 0,173 | 6216 @ 0,037
1,3 0,0449 0,0479 0,0332 0,230 0,265 0,184 0,202 0,036
1,4 0,0497 0,0518 0,0331 0,236 0,250 0,193 0,189 0,035
I,5 | 0,6542 00,0554 0,0329 @,241 | 0,236 0,202 0,178 | 0,034
1,6 0,0582 0,0586 0,0325 0,246 0,224 0,208 0,168 0,033
1,7 | 0,0619 00615 (00321 0,242 |G,212 @ 0,214 | 0,158 | 0,031
1,8 0,0652 0,0641 0,0316 0,249 0,201 0,220 0,150 0,030
1,9 | 0;0682 |0,0664 10,0311 0,251 | 0,181 | 0;224 | 0,142 || 0,029
2,0 0,0709 0,0685 0,0306 0,252 0,183 0,228 0,135 0,028
3,0 | D,0855 0,0794 10,0270 0,253 | 0,122 | 0,245 || 0,090 | 0,019
® 6,0910: 00,0833 [0,0250 0,250 - 0,250 - -
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B Formulaires de poutres, plaques et coques

B Cas 4 : plaque sur quatre Y4
cotés en appuis simples < =
chargée partiellement sur un ST PP -
rectangle, ayant méme centre |f‘_1_.1
que la plaque i I ,
Moments de flexion . b; : N
1 ‘ 1
M =pP ! :
! 1 Y
M=pP
Figure 6.5
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Tableau 6.11 Valeurs du coefficient p pour b=a

© Dunod - Toute reproduction non autorisée est un délit.

(valeurs établies par Galerkin) (on obtient B, en permutant a, et b))

0,378
0,308
0,262
0,232
0,208
0,188
0,7 0,170
0,155
0,141

0,127

HaEa0a3RaRRA

0,321
0,284
0,254
0,225
0,203
0,185
0,168
0,153
0,140
0,127

0,115

0,251
0,232
0,214
0,195
0,179
0,164
0,150
0,137
0,126
0,115
0,105

0,209
0,197
0,184
0,168
0,158
0,146
0,135
0,124
0,114
0,104
0,095

0,180
0,170
0,161
0,151
0,141
0,131
0,121
0,112
0,103
0,094
0,086

0,158
0,150
0,142
0,134
0,126
0,116
0,109
0,101
0,094
0,086
0,078

0,141
0,134
0,127
0,120
0,113
0,106
0,099
0,091
0,085
0,078
0,071

0,125
0,120
0,114
0,108
0,102
0,096
0,090
0,083
0,077
0,070
0,064

0,112
0,108
0,103
0,098
0,092
0,087
0,081
0,076
0,070
0,064
0,058

0,102
0,098
0,093
0,088
0,084
0,079
0,074
0,069
0,063
0,058
0,053

Tableau 6.12 Valeurs des coefficients et §, pour b= 2a

b

e

a

0,347

0,275
0,233
0,203
0,179
0,161
0,144
0,130
0,118
0,107

0,252
0,221
0,195
0,174
0,155
0,141
0,127
0,115
0,104
0,094

0,220
0,199
0,181
0,164
0,148
0,134
0,122
0,111
0,101
0,091
0,083

0,175
0,163
0,150
0,138
0,126
0,115
0,105
0,096
0,087
0,079
0,072

0,144
0,135
0,125
0,115
0,106
0,097
0,089
0,081
0,074
0,067
0,061

0,118
0,111
0,103
0,095
0,088
0,080
0,074
0,068
0,062
0,056
0,051

)
0,242
0,172
0,133
0,107
0,089
0,074
0,064
0,056
0,049
0,044

0,294

0,203
0,152
0,120
0,097
0,081
0,068
0,058
0,051
0,045
0,041

0,225
0,170
0,133
0,106
0,087
0,073
0,061
0,052
0,046
0,041
0,037

0,179
0,143
0,114
0,093
0,076
0,064
0,054
0,046
0,040
0,036
0,032

a]ofozfosfocosfrof o oz]osfosfos]ro]

w 0,289

0,148
0,120
0,097
0,079
0,065
0,055
0,046
0,040
0,035
0,031
0,028

0,092
0,088
0,084
0,080
0,076
0,071
0,067
0,062
0,057
0,053
0,048

0,122
0,099
0,081
0,066
0,054
0,046
0,039
0,033
0,029
0,026
0,023
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B Formulaires de poutres, plaques et coques

Fleche au centre dans le cas de la charge concentrée (2 = b = 0)

o Paz
z=—Q—
El

Tableau 6.13

| bra [0 ] a2z ] 14 e ] 1s | 20 ] 30 [ -

0,127 0,138 0,148 0,162 0,171 0,177 0,180 0,185 0,185

B Cas 5: plaque rectangulaire uniformément chargée ;
un coté encastré, les trois autres simplement appuyés

Tableau 6.14 b>a
Fleches et moments de flexion (valeurs établies par Timoshenko)
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Fleches et moments de flexion (valeurs éetablies par Timoshenko)

Plaques

I,

Figure 6.6

Tableau 6.15 b<a

=0, 125 0,019
0,122 0,023
0,111 0,028
-0,108 0,030
0,103 0,031
-0,098 0,032
-0,091 0,033
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B Formulaires de poutres, plaques et coques

B Cas 6 : plaque rectangulaire uniformement chargee,
deux cotés opposés simplement appuyes, les deux
autres cotés encastres

Tableau 6.16 b>a
Fleches et moments de flexion (valeurs établies par Timoshenko)

BEN o020 0,070 0,024 0,033
BEl o027 0,079 0,031 0,037
BEY o030 ~0,087 0,038 0,040
BEN o4 ~0,094 0,045 0,043
BEE  ooso 0,100 0,052 0,045
BEE ooss 0,105 0,059 0,046
BEN oosss 0,109 0,065 0,047
0,0730 0,112 0,071 0,047
BEY o079 0,115 0,077 0,048
| 1,0 [EEIETE 0,117 0,082 0,048
EXY oo 0,119 0,087 0,047
| 3,0 [ORPYL 0,125 0,114 0,042
Bl o« 0,125 0,125 0,038
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Plaques

.V:ﬂ & .
b/2
e
i e
a .
Figure 6.7

Tableau 6.17 b<a
Fleches et moments de flexion (valeurs établies par Timoshenko)

==
| 20 |
| 15
BEY oo 0,081 0,019 0,040
| 13
| 1.2
[ 11
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B Formulaires de poutres, plaques et coques

m Cas 7: plaque rectangulaire uniformément chargee,
encastrée sur quatre cotés

y

7 / A

X b X
e
(@)
2
e
-t a -
Figure 6.8

Tableau 6.18 Fleches et moments de flexion (valeurs établies par Evans)

é Zpour x=0,

a y=0
BEY o.0138pa/en 00513 p@  -0,0513 pa:
EB) o064 — 00581 — 00538 — 00264 pa 00231 pa
EE] oois8 — 00639~ 00554 — 00299 00228 —
EE) 00200 — 00687~ -0,053 — 00327 — 00222 —
EEY oo0226 — 00726~ 00568 — 00349— 00212 —
BB o020 — 00757 —
BEJ oo02s1 — -00780— -00571— 00381 — 00193 —
10,0260 —  -0,0799 —  -0,0571 —  0,0392—  0,0182 —
BE) o027 — —00812— 00571 — 00401 — 00174 —
BIB) o022 — 0082— 00571 — 00407 —  0,0165—
BEX) o027z — 0089~ -0,0571 —
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B Cas 8: plaque rectangulaire chargée en son centre,

Plaques

encastrée sur quatre cotés

Tableau 6.19 Fléches au centre. Moments au milieu des grands cotés
(valeurs établies par Dana Young)

b
a
|10
12
14
|16
1.8
2.0

B Cas 9: plaque rectangulaire simplement appuyeée sur
trois cotés, le quatrieme étant libre, uniformément
chargée

Pointl x=0 y=

Point2 x=0 y=
Fléche au point 1

4
2

Eh3

Moments de flexion

-0,0611 Pa’/EW® =0 1257 P
-0,0706 — -0,1490 P
-0,0755 — -0,1604 P
007771 — -0,1651 P
~0,0786 — -0,1667 P
-0,0788 — -0,1674 P

y

o~ S

Figure 6.9

aupointl M, = Blp42 M, =0

4

aupoint2 M, = ngczz My = [33]342

Réactions totales

A e ﬂ
sur cotes x = if

sur cotés  y =0

R, = 8, pab

R, =38, pab
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Tableau 6.20 Valeurs éetablies par Galerkin et Hahn

0,0048
0,0180
0,0367
0,0574
0,0775
0,0953
0,1104
0,1227
0,1326
0,1403
0,1464
0,1511
0,1547
0,1575
0,1596
0,1646
0,1660
0,1662

0,003
0,013
0,027
0,044
0,060
0,075
0,087
0,097
0,105
0,112
0,117
0,121
0,124
0,126
0,128
0,132
0,133
0,133

0,004
0,008
0,014
0,024
0,039
0,046
0,056
0,065
0,073
0,080
0,085
0,090
0,094
0,098
0,101
0,113
0,122
0,125

0,004
0,008
0,013
0,018
0,022
0,028
0,032
0,035
0,037
0,039
0,040
0,041
0,042
0,042
0,042
0,041
0,039
0,037

0,09
0,15
0,21
0,25
0,28
0,30
0,32
0,33
0,35
0,37
0,38
0,39
0,39
0,40
0,41
0,43
0,46
0,50

0,82
0,70
0,58
0,51
0,44
0,41
0,37
0,34
0,30
0,27
0,24
0,23
0,21
0,20
0,19
0,14
0,08
0,00

B Cas 10: plaque rectangulaire simplement appuyée sur

trois cotes, le quatrieme étant libre, soumise a une

pression hydrostatique

Point 1

Point 2

Fléche au point 1

x=0 y=2b

x =10 y=%

z = — PO[)4
e

'

Po

Figure 6.10
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Plaques

Moments de flexion

aupointl M, = Blpoaz
M, =0

=

Mx - BZPO‘ZZ
aupoint2 M, = B3 poa’

Tableau 6.21
e | o« | B | B | B
B oo 0,001 0,002 0,002
02 [N 0,005 0,003 0,003
BEE oo 0,009 0,005 0,005
B oo 0,015 0,009 0,009
0,5 [ONFPE 0,020 0,013 0,013
0,6 [ENER 0,025 0,017 0,017
0,034 0,028 0,021 0,021
B oo 0,031 0,025 0,024
0,9 [ENNEE 0,033 0,028 0,027
1,0 [N 0,034 0,031 0,030
B oo 0,034 0,034 0,033
1,2 R 0,034 0,037 0,035
BEE oo« 0,034 0,039 0,037
1,4 RN 0,033 0,042 0,039
BEE oo 0,032 0,044 0,040
| 2,0 [EKER 0,026 0,052 0,040
30 [EYPE 0,019 0,060 0,037
e 0,063 0,035
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m Cas 11 : plaque rectangulaire simplement appuyeée sur
deux cotés opposés, un autre coté étant libre

et le dernier encastre

Fléche au point 1 Y1
4
s = —all z ' T
p p : X3 :
= | ol 2 ]
) R A
N a
Figure 6.11
Moments de flexion
au point 1 (x=0 y=20b) M, = B pa* M, =0
aupoint2  (x=0 y=0) M, =Bypa° M,=0
au point 3 (x=0 y= %) M, = B3pa’

au point 4 (x=0 y=1b)

=

= B4 paz (maximum)
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Tableau 6.22 Charge uniformément répartie
(valeurs établies par Boobnov et Hahn)
H 0,0001  0,0000 0,005  0,0000 1,00  0,0000
KB o002t 00006 0020 00002 08l 0,0010
EEY o000 00061 0037 00022 079 00028
KXY 00220 00170 0056 00066 077  0,0052
KXl 00397 00300 0074 00130 075  0,0080
EXH oo0s94 00450 0088 00210 073 00120
WA 00786 00610 0,099 00300 0,72  0,0160
KXY 00959 00750 0108 00380 070 00210
KXY o106 00860 0114 00470 069  0,0260
BEY o226 0090 0118 00540 067  0,0280
BBl o334 01040 0121 00620 066 00310
BEY o415 o120 o122 00700 064 00320
BEY o477 om170 0124 00740 063 00320
BEY o520 01210 0124 00800 06! 0,0330
BER o055« 01230 0124 00850 060 00330
EXY o632 01310 0125 01030 056 00340
EXY o660 01330 0125 01220 053 00370
0,662 0,1330 0,125  0,1250 0,50  0,0370
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Tableau 6.23 Pression hydrostatique

I T T
E 0,0000  0,00167  0,0000 1,00 0,0000
KXN oooor 000660  0,0000 0,76 0,0008
KX 00017  o01300 00006 0,74 0,0013
KXW oo0046 002000 00019 0,71 0,0026
KXl oo0os2 002800 00039 0,69 0,0042
KEXH o030 003500  0,0065 0,67 0,0065

W8 00170  0,04200  0,0094 0,65 0,0093
KXW oo0210 004800 00130 0,64 0,0120
KEXN 00240 005300 00160 0,63 0,0150
BEY o020 005700 00190 0,62 0,0180
BEN o028 006200 00230 0,61 0,0210
BEY o020 006500 0,0260 0,61 0,0230
BEN o030 006800 00290 0,61 0,0250
BN o030 007100 00320 0,60 0,0270
BEN o029 007400 00350 0,60 0,0280
EXY o020 008500 00470 0,56 0,0320
XY o090 009600 0,0600 0,53 0,0350
BBl o000 011700 0,0630 0,50 0,0350

B Cas 12: plaque rectangulaire encastrée sur trois
cotes, le quatrieme etant libre

y

A 4 1 2

Z

p p 5 3 ¥
= ol 2 .
A, 0 X
< 4 .
Figure 6.12
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Plaques

Moments de flexion

aupointl (x=0 y=20) M, = Bpa* M, =0

aupoint2 (x=0 y=0) Myz[?,zpaz M,=0

M, = Bspa* M, = y3pa®

I
b =~
S—’
®»

aupoint3 (x =0

au point 4 (x=i% y =b) Mx:_B4P42 M, =0
au point 5 (x=i% y=%) Mx=—[35pa2 M, =0

Tableau 6.24 Charge uniformément répartie
(Valeurs établies par Czerny)

0,000 0,005 0,0000 0,005 0,003 0,000
0,001 0,020 0,0002 0,022 0,008 0,000
0,006 0,033 0,0022 0,039 0,013 0,001
0,017 0,044 0,0066 0,059 0,022 0,004
0,027 0,051 0,0130 0,074 0,032 0,007
0,035 0,054 0,0190 0,081 0,041 0,009
0,040 0,056 0,0220 0,085 0,049 0,011
0,043 0,056 0,0260 0,086 0,056 0,012
0,044 0,057 0,0290 0,087 0,062 0,013
0,045 0,057 0,0310 0,086 0,067 0,014
0,045 0,057 0,0330 0,086 0,071 0,015
0,046 0,057 0,0360 0,085 0,074 0,016
0,046 0,057 0,0360 0,085 0,076 0,016
0,045 0,057 0,0380 0,084 0,079 0,016
0,045 0,057 0,0390 0,084 0,080 0,016
0,045 0,057 0,0410 0,084 0,082 0,017
0,044 0,057 0,0430 0,083 0,083 0,018
% 0,044 0,057 0,0440 0,083 0,083 0,018

L
“
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Tableau 6.25 Pression hydrostatique

0,0000 0,00167 0,0000 0,00167 0,0009 0,0000
0,0001 0,00400 0,0000 0,00650 0,0033 0,0000
0,0022 0,01200 0,0006 0,00960 0,0049 0,0009
0,0050 0,01700 0,0019 0,01400 0,0084 0,0024
0,0074 0,02100 0,0039 0,01700 0,0120 0,0042
0,0094 0,02500 0,0061 0,01800 0,0160 0,0062
0,0110 0,02800 0,0078 0,01700 0,0200 0,0082
0,0110 0,03100 0,0096 0,01600 0,0240 0,0100
0,0110 0,03300 0,0110 0,01500 0,0270 0,0120
0,0100 0,03500 0,0130 0,01300 0,0300 0,0130
0,0095 0,03700 0,0140 0,01200 0,0330 0,0140
0,0089 0,03800 0,0160 0,01100 0,0350 0,0150
0,0088 0,04000 0,0160 0,01000 0,0370 0,0160
0,0076 0,04100 0,0170 0,00940 0,0380 0,0160
0,0070 0,04200 0,0180 0,00870 0,0390 0,0170
0,0050 0,04400 0,0200 0,00650 0,0410 0,0170
0,0020 0,04800 0,0210 0,00320 0,0420 0,0180
0,0000 0,05000 0,0210 0,00000 0,0420 0,0180

S
~

6.3 Plaques circulaires

Notations particulieres

M : moment de flexion radial

M : moment de flexion tangentiel
r  : rayon polaire

In : logarithme népérien
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Plaques

B Cas 1: plaque uniformement chargeée, a bord
simplement appuyé

p
I .Cs —’"2>[5+vaz _,,z] FYIRERRERETery
64D 1+ v x "
!
. a
M, = %(3 + )@ — )
Figure 6.13
M, = £[26 +v)= 21+ 3v)]
pa’
Au centre: M, =M, = Y(S + v)

m Cas 2: plaque uniformément chargeée, a bord encastre

p
z=—%(a2—r2) 1HlHHl'_HH,HL,H
!
M, = L2 + v 726+ v T,
M, = %[42(1 +v)— 21+ 3v)] Figure 6.14
pa’
Au centre: M, =M, = Y(I + v)
2 2
Au bord : M, = P% M, = —v%

m Cas 3: plaque chargée suivant une circonférence
concentrique, a bord simplement appuye

P

P = charge totale 5 l I| . l "
-
Figure 6.15
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2

P 1—v a%—#
r >, g=——|(a*— 1% PRI ;0 +(rg +rHIn =
8tD 2 1+v a a
Pl oo o 7. 5 5 (B+vd—(1-v)r
r<r z=———|(ry + 7 )In— +(a” — rjy)
2
8nD| a 2(1+v)a

Dans la partie centrale, pour » < 7, :

(=@ =), (+vP 7
2

M, = M, =
8ma 4TC a

B Cas 4 : plaque chargée suivant une circonférence
concentrique, a bord encastre

P
P = charge totale % l : l E

Figure 6.16

Fleche au centre :

P |1 0
Z:_%Bsz_%)+%mz]

Au bord encastré :
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Plaques

B Cas 5: plaque a bord simplement appuyé, supportant
une charge totale P uniformément répartie a l’intérieur
du cercle de rayon ¢

| P
LI
FAY AN
a | ¢
Figure 6.17
Pour ¥ >
_ 2_.2
z=— L 3+v(d2—7‘2)+2r21n1+cz(lni—l-l L A J
16TD|1+ v a a 2 1+v a?
5
1+v)P 1— )& 1 1
p=0FVP & &(_2 _ _2)
4T r 167 r a
_ 2
Mtzi[(l +v)nZ+- v)]—m(iz It iz)
4m r 167 r a
Poutr=¢:
_ 2 _ 2
o = e P 3+v(42—52)+62(31n£_l.1 v a cJ
16D 1 + v a 2 1+v a?
2_ 2
+ —_— -
Mo = (1 v)Plnﬁ n (1—v)P(a )

4 ¢ 16na2

_ 2 _ 2
Mtzi[(l—l-v)lnf-l-(l—v)]—(l VM4 = )
4m c 16ma°

Au centre :
_ P |3+v 2 2, ¢ 7+3v 2
=— + £+
? 16nD[1+vd e 4(1+v)c]
. 2
M,,=Mt=£(1+v)lnf+l—w
41T ¢ 4a
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B Cas 6 : plaque soumise a une charge antisymetrique

variant linéairement |

_ V4 2 2
2= 1926 +wDa @ T )

[(7 + V)dz -3+ V)rz]cos(-)

M, = i(5 + ) r(a® — rz)cosﬁ
48a

Figure 6.18

M, = 73 (3P_: v)a[(S + )1+ 32— 1+ 53+ v) rz]cose

I+

M est maximal pour r = %

3
p 6+ v1+ 31))
3(1 +5v)(3 + v)

Il
|+

M_est maximal pour r

Dans 'exemple d’une plaque circulaire comportant un porte-a-faux,
chargée et appuyée comme au cas 1, les résultats sont obtenus par
application du principe de superposition selon la figure 6.19.

= P
- | It r | M\ P [
Ly lH:Hl 1} = HHH;HHH +l ; l
-pl -P —PT | T
Figure 6.19
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Plaques

6.4 Plaques annulaires

On utilise ici les mémes notations que pour les plaques circulaires.

B Cas 1: plaque simplement appuyée sur son périmetre
extérieur avec charge uniformement répartie

PosonsBzg pZ% " F
2

|
Inf3 ‘£ ' %‘

Figure 6.20

K=p* [3+v+4(1+v) b 5

1-B

a
L'effort tranchant est maximal pourr=a: V = %(1 = Bz ).

Le moment radial est maximal pour un rayon r satisfaisant I’équation
suivante :

6.3p* — 4,6p%% — 2K =0

et sa valeur est :

_ pa? A 1 2
M,,——G(S-I—v)(l p)-l—[(l——2 +401+v)p"Inp
1 Y

Le moment tangentiel est maximal pour r=b:

_pe? NPT 1 2
Mt——63—l—v B (5 1))-|—[(1—|-B—2 +4(01+v)p*Ing
1

il est minimal pourr=a:

2
M, = %[2(1 —v)1 — 2g%) + 2K]
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La fleche est maximale pourr=b:

B pa4 2(1 — Bz)
64D| 1+ v

(G +v)a— 28%) + k] — - B%)

—14_—Kv1ng—sﬁ4mﬁ]

B Cas 2: plaque simplement appuyée sur son périmetre
extérieur avec une charge repartie le long du bord

intérieur
p _ b _ 7
osons B=—_ p=-_ 0
2 P DU AN
1+v)B |
K = S Inp .
1—8 A - b A

P = charge totale Figure 6.21
Leffort tranchant est maximal pourr=5b: V = ﬁpb

Le moment radial est maximale pour un rayon r tel que :

et sa valeur est :

P 1
= 2fe{ 1) 0o

Le moment tangentiel est maximal pour r =b:

P 1
Mt=E|:l—v—K(B—2+l)—(l+v)lnB:|
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il est minimal pourr=a:
— L, -
M, = (1~ v = 2K)

La fleche est maximale pour r=b:

3+v—2[(

B 4K
16mD 1+v

2
- lB—I—ZB lnB:|

z BZ—F

m Cas 3: plaque simplement appuyée sur ses périmetres
extérieur et intérieur, avec charge uniformément
réepartie

Les résultats sont obtenus par superposition de ceux des deux cas
précédents.

0D | OO = i ; T'T
Rg | fcas1 ) icas2 i
Figure 6.22

La valeur de R, est déterminée en écrivant que la fleche sur le périmetre
intérieur est nulle.

B Cas 4 : plaque simplement appuyée sur le péerimetre
intérieur, avec charge uniformément répartie

Les résultats sont obtenus par superposition de ceux des deux cas 1 et 2.

P ' p : .
QU oy = { g +£ ' Jl
Rg | 1cas1 RBT | Tcas2
Figure 6.23
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6.5 Plaques elliptiques

B Cas 1: plaque elliptique simplement appuyée,
uniformément chargeée (eétabli par Galerkin)

Au centre de la plaque :

_ b
Z — —(Xﬁ op| —-
M, = ppb’ ,,
M}, = Blpbz

Figure 6.24

Tableau 6.26

0700 0,830 0,960 1,070 1,170 1,260 1,580 1,880 2,020 2,100 2,280
no,zos 0,215 0,219 0,223 0,223 0,222 0,210 0,188 0,184 0,170 0,150
mo,zos 0,235 0,261 0,282 0,303 0,321 0,379 0,433 0,465 0,480 0,500

B Cas 2: plaque elliptique
encastrée sur son
pourtour, uniformément
chargeée (établi par Bryan)

2b

?

1 2
o4 Lo+ Lo
[44 b4 34252]

ZO_

Figure 6.25
Fleche au centre :
z — _Z_O
D
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Moments de flexion :
» au centre de la plaque (x = y = 0)

» alappui (x =0 y==*5) (y=0 x==%g)

820 820

My = " x 2

6.6 Plaques triangulaires

m Cas 1: triangle équilateéral yA
simplement appuye sur les
cotes, uniformement charge
(etabli par Woinowsky-Krieger) 2a| .

V3| 0!

Fléche maximale :

4

a
z = —0,0108P—
Eh3

Figure 6.26

pour y =0 et x = 0,27a

Moments de flexion :

au centre de gravité du triangle (y = 0 x = %)

_ _ 2
M, = M, = 0,0241 pa

M _est maximum pour y = 0 et x = 0,27

M, = 0,0248 pa*
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M est maximum pour y = 0 et x = (0,464

M, = 0,0259 pa®

B Cas 2: triangle isocele rectangle, simplement appuye
sur les cotés, uniformément charge (établi par Nadal)

Fleche maximale :

_ " —0 et x=0,35
Z__O’Olﬁ pOllI'_y— = U a

M _est maximal pour y = 0 et x = 0,472

M, = 0,0215 pa’

M est maximal pour y = 0 et x = 0,244 Figure 6.27
_ 2
M, = 0,0185 pa

Pour y = 0 et x = 0,344
M, = M, = 0,0181 pa*

® Cas 3: triangle isocele
simplement appuyé sur
les cotés uniformément
chargeé

L’interpolation des résultats des
cas précédents et des cas limites
(y=0ety=180°) conduita:

Figure 6.28
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Tableau 6.27
Fleche maximale : I T T T
g BB o0.068 009 0,006
z:_af’_3 BT 0045 0065 0,010
Eb BE o030 0048 0,014
B o0.022 0035 0,017
Moments maximaux : BEIM o016 0026 0,018
W = ) B o011 0020 0,019
= Py 0011 0015 0017
M, =B pa* B o010 0011 0,013
BEI o010 0009 0,011
LI o010 0008 0010
BEELY o.010 0007 0,009
0,009 0,006 0,008
6.7 Plaque sur appui elastique
continu

Aé;
2c

Figure 6.29

Sous |’ effet d’une charge P répartie sur un cercle de rayon ¢, Westergaard
a établi :

Fleche sous la charge : z=- i (6.7)
Moment au droit de la charge :
M = 0,0458 (1 + v)Plog[E] (6.8)
kb
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ou k est le module de réaction de ’appui :
b= /7(\/1 + 1,6B% — 0,675)

’ s * 5 J— c
borné supérieurement a cavec p = A

6.8 Effet d’un gradient
de tempeérature

On suppose que la variation de température dans I’épaisseur de la plaque
est linéaire et que la température reste la méme dans un plan paralléle au
plan moyen.

Si les bords de la plaque sont encastrés de maniere a rendre impossible
toute rotation dans des appuis permettant la libre dilatation longitudinale,
le moment par unité de longueur le long du bord, pour une différence de
température At entre les deux faces de la plaque est :

aADA + v) _ EaAth?

M h 121 ) (6.9)
Les contraintes extrémes sont égales a = 2ga_Ai |



Les coques se définissent géométriquement a partir d’'une surface
moyenne réglée (surface cylindrique, cone, conoide, paraboloide
hyperbolique, hyperboloide de révolution) ou non réglée (sphére,
ellipsoide, etc.) de part et d’autre de laquelle on obtient a la distance

5 les faces paralleles, extérieure et intérieure de la coque ; la face

supérieure est appelée extrados, la face inférieure intrados.

On suppose que 'épaisseur h est faible par rapport aux autres dimen-
sions et aux rayons de courbure de la surface moyenne.

Une portion élémentaire de coque, limitée par quatre plans nor-
maux a la surface moyenne et orthogonaux a leurs intersections, est
soumise aux forces intérieures suivantes :

1) des tensions tangentes a la surface moyenne, et agissant normale-
ment aux bords latéraux de I’élément ; des cisaillements tangents a la
surface moyenne et agissant le long des bords latéraux ;

2) des couples de flexion et des efforts tranchants appliqués aux
bords latéraux, des couples de torsion.

Les premieres forces sont dites forces de membrane ; les autres, for-
ces de flexion.
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Coques sans flexion

.1 Formules de base

Voiles minces de révolution

Sauf au voisinage des lisieres et des appuis, ou 'on doit tenir compte
des efforts de flexion, les coques en forme de surface de révolution et
subissant un systeme de charges de révolution, se prétent particulie-
rement bien au calcul suivant la théorie de membrane, dans lequel
on ne considere que les forces du premier type.

Soit P un point quelconque de la surface de révolution d’axe zz' ; la
figure 7.1 représente une coupe radiale suivant le méridien passant
par P.

On désigne par R, le rayon de courbure du méridien au point P, par
R, le rayon de courbure de la ligne d’intersection de la surface avec le
plan normal au méridien au point P, et par r le rayon du petit cercle,
ou parallele, passant par P.

En chaque point d'un parallele

agissent une pression p normale a
’ la surface et un effort p tangent au
méridien. On calcule les tensions
normales 7, et n, (efforts normaux
par unité de longueur de méridien et
de parallele) ; les cisaillements sont

nuls par suite de la symétrie.

Ny

Figure 7.1
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Soit Q la résultante totale qui agit sur la partie de coque située au-dessus
des paralleles passant par le point P. L’équation d’équilibre de translation
donne 27y sing + Q = 0 et conduit a:

Q

= —
s 2R, sin? @ (7.1)

L’équation d’équilibre de translation du point P suivant la normale en ce
point donne :

e .M _
Rl v RZ Pn 0 (72)
d’ou:
Q
ng = ————— — p, R
0 2R, sin? @ P2 (7.3)

Cas particulier de la coupole sphérique

Elle est caractérisée par K| = R, = R. Les formules (7.1) et (7.2) s’écri-
vent :

n, = ——Q
? 2R sin? @
(7.4)
et Mg + ng= —p,R
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7.1.2 Formulaire de la coupole sphérique

B Cas 1: charge p uniforme par unité de surface
(poids propre)

cos@, — cos¢

ng =

sin? @
cos @, — cos ¢
sin? @

ng = pR(COSCP —

Figure 7.2

Si @, = 0, les formules précédentes conduisent a :

PR
o T 1+ cos ¢

1
g = pRlcos@ — — =
6= 2 ( ® 1-|—coscPJ

n, est toujours une compression.

n, est une compression pour 0 < @ < 52° et une traction pour ¢ > 52°.

B Cas 2: charge q uniforme par unité de surface projetée

) g>0 I

R in? '
= VAT
oo 22

248




© 2014 Dunod

Copyright

© Dunod - Toute reproduction non autorisée est un délit.

Coques

B Cas 3 : charge P répartie par unité de longueur sur
la circonférence le long d’un parallele

Figure 7.4

m Cas 4: pression d’un liquide de poids volumique »

Figure 7.5

h | sin2 ‘Po\ N cos> @ — cosd @
sin? ¢ 3sin? ¢

& sin? @ cos? ¢ — cos’ @
n9=65R2—1+ _20 — ) O—cos¢P
sin cp) 3sin” ¢
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3
Siey=0 :rﬁRz(/’ + = (PJ

i 2R 3sin?o
A 3
ny = OR? — CCTS ;P — cos P
2R 3sin“ @

7.1.3 Voile mince en forme de paraboloide
hyperbolique, sur un plan rectangulaire

On considere le paraboloide hyperbolique de la figure 7.6. L’équation de
la surface moyenne du voile est de la forme :

Z A

A

A P

Figure 7.6 z = kxy, k étant une constante

La surface comprend deux systemes de génératrices rectilignes, respective-
ment paralleles aux plans xOz et yOz.

Supposons le voile soumis uniquement a une charge constante p, par
unité de surface en projection horizontale, dirigée de haut en bas.
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Coques

Un élément quelconque de ce voile limité par quatre génératrices est en
équilibre sous ’action de la charge extérieure et des tensions de cisaillement
0 agissant le long des bords latéraux.

On a, par unité de longueur de génératrice :

0=—=7 (7.5)

Les tensions normales de compression et de traction sont égales a 0 en
valeur absolue, et agissent sur les bissectrices des angles formées par
les génératrices ; tout se passe comme si le voile était constitué d’une
série de voltes comprimées de concavité tournée vers le bas, et d’une
série de voltes tendues, de concavité tournée vers le haut ; toutefois, on
doit tenir compte dans les angles, des moments de flexion (moments
secondaires).

Figure 7.7

Le long des rives, les tensions de cisaillement sont transmises aux poutres
de bordure, qui sont ainsi sollicitées par un effort normal de compression
ou de traction, variant linéairement d’une extrémité a 'autre extrémité,
de 0 a OL (L étant la longueur de la rive considérée).
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B Formulaires de poutres, plaques et coques

7.2 Coques cylindriques fléechies

7.2.1 Formules de base

On considere une coque cylindrique de rayon R et d’épaisseur h, soumise
a une densité de charge p(x) constante le long d'un parall¢le.

A
iy

_____ e A S e s AT 2R__>§._

Figure 7.8

On peut démontrer que la déformée y doit satisfaire 1’équation
différentielle :

&yt Eh
ER’ :
en posant D = —————— (voir formule 6.1).
12(1 — v?)

Cette formule est de la méme forme que la formule (5.30) en identifiant

ElaDetkba E—/;
R

f31 — 2
On pose: V= 4% (7.7)

Ainsi, étude de la coque cylindrique peut étre conduite a partir des
méthodes exposées au paragraphe 5.4 qui permettent de déterminer y(x),
y'(x), M(x) et V(x) le long d’'un méridien.
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Coques

Le long d’un parallele a une distance x, 'axisymétrie du chargement
conduit a:

NG = 2y (7.8)

7.2.2 Application aux coques cylindriques
des réservoirs

Les coques cylindriques des réservoirs sont en général caractérisées par
une paroi libre en téte et a translation horizontale bloquée en pied.

Les tableaux de valeurs numériques ou ,>i<\ XA
les formules approchées donnés ci-apres .'
supposent v = 0. Les résultats sont trés peu :
sensibles aux variations de v. |
2 H |
l
|
:

Par ailleurs, on pose p = SR

AN

Les fonctions W(x), X(x), Y(x) et Z(x) sont
celles définie dans le paragraphe 5.4.1. 5 2R .

Figure 7.9

7.2.3 Formulaire des coques articuléees a la base

B Cas 1: pression hydrostatique

| X
PoR? X T
W) = e =g ;
N(.X') = _OilpoR :
PR |
70 =~ T |
|
V(O) = (X3P0H 5 I _Z 4
" Po
Figure 7.10
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Tableau 7.1 Valeurs de q,

NEECERERRER

+0,474 10,440 10,395 +0,352 +0,308 +0,284 +0,215 +0,165 +0,111 +0,057
+0,423 +0,402 +0,381 +0,358 +0,330 +0,297 +0,249 +0,202 +0,145 +0,076
+0,350 +0,355 +0,361 +0,362 +0,358 +0,343 +0,309 +0,256 +0,186 +0,098
+0,271 +0,303 +0,341 +0,369 +0,335 +0,335 +0,362 +0,314 +0,233 +0,124

+0,203 +0,260 +0,321 +0,373 +0,411 +0,434 +0,419 +0,369 +0,280 +0,151

+0,074 +0,179 +0,281 +0,375 +0,449 +0,506 +0,519 +0,479 +0,375 +0,210
+0,017 +0,137 +0,253 +0,367 +0,469 +0,545 +0,579 +0,553 +0,447 +0,256
-0,003 +0,114 +0,235 +0,356 +0,469 +0,562 +0,617 +0,606 +0,503 +0,294
-0,011 +0,103 +0,223 +0,343 +0,463 +0,566 +0,639 +0,643 +0,547 +0,327

-0,016 +0,096 +0,208 +0,324 +0,443 +0,664 +0,661 +0,697 +0,621 +0,386

-0,006 +0,095 +0,200 +0,311 +0,428 +0,553 +0,666 +0,730 +0,678 +0,433
-0,002 +0,097 +0,197 +0,302 +0,417 +0,541 +0,664 +0,760 +0,720 +0,477
0,000 +0,098 +0,197 +0,299 +0,408 +0,531 +0,659 +0,761 +0,762 +0,513

+0,002 +0,100 +0,198 +0,299 +0,403 +0,521 +0,650 +0,764 +0,776 +0,543

Tableau 7.2 Valeurs de o, et de a,

0,59 0,78 1,17 1,29 1,60 2,19 2,72 3,17 3,56 4,260 4,890 5,450 5,960 6,450

EO,ZS 0,23 0,22 0,20 0,19 0,16 0,14 0,12 O,11 0,096 0,087 0,079 0,073 0,068
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Valeurs approchées pour 3 > 6

L’effort normal dans les paralléles est maximal pour x, tel que :

I _

et a pour valeur :
X1

Le moment de flexion le long d’un méridien est maximal pour :

Xy = 0,6@

et a pour valeur M = 0,094 PoRA.

L’effort tranchant est maximal a la base :

_ P
V’—-ZY
La rotation est maximale a la base :
)
L L PoR
y==0H -\ pm
B Cas 2: pression uniforme
| XA
PR* x
o) = gy i
|
N(x) = —014PR ]
o PR* P
7'(0) =—(1+ az)E—Hly :
V(0) = aypH & £ =
Figure 7.11
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Tableau 7.3 Valeurs de o,

NERE AR RERaa

+1,474 +1,340 +1,195 +1,052 +0,903 +0,764
+1,423 +1,302 +1,181 +1,053 +0,930 +0,797
+1,350 +1,255 +1,161 +1,062 +0,958 +0,843
+1,271 +1,203 +1,141 +1,069 +0,985 +0,885
+1,205 +1,160 +1,121 +1,073 +1,011 +0,934

+1,074 +1,079 +1,081 +1,075 +1,049 +1,005
+1,017 +1,037 +1,053 +1,067 +1,069 +1,045
+0,992 +1,014 +1,035 +1,056 +1,069 +1,062
+0,989 +1,003 +1,023 +1,043 +1,063 +1,066
+0,985 +0,996 +1,008 +1,024 +1,043 +1,064

+0,992 +0,995 +1,000 +1,011 +1,028 +1,052
+0,998 +0,997 +0,997 +1,002 +1,017 +1,041
+1,000 +0,998 +0,997 +0,999 +1,008 +1,031
+1,002 +1,000 +0,998 +0,999 +1,003 +1,021

Valeurs approchées pour § > 6

+0,615 +0,465 +0,311 +0,154
+0,649 +0,502 +0,345 +0,166
+0,709 +0,556 +0,386 +0,198
+0,756 +0,614 +0,433 +0,224
+0,819 +0,669 +0,480 +0,251

+0,919 +0,779 +0,575 +0,310
+0,979 +0,853 +0,647 +0,356
+1,017 +0,906 +0,703 +0,394
+1,039 +0,943 +0,747 +0,427
+1,061 +0,997 +0,821 +0,488

+1,066 +1,030 +0,878 +0,533
+1,064 +1,050 +0,920 +0,577
+1,059 +1,061 +0,952 +0,613
+1,050 +1,064 +0,976 +0,643

L’effort normal dans les paralleles est maximal pour x > 0,34 et a pour

valeur N = pR.

Le moment de flexion le long d’'un méridien est maximal pour

Xy = 0.6Rb et a pour valeur A = 0,094 pRh.
a
e

L’effort tranchant est maximal a la base V =
. . . PR?
La rotation est maximale a la base y' = — T
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B Cas 3: couple a la base

I X A
(x) Co” AR = I>:<\
X) =« =
. > EhH? > H? i
il |
M(x) = —a,C 0) = « '
60 7 EpH? :
CO l y
V(O) = 0&8 O — 'e) CO
& _/ \_A
Figure 7.12

Tableau 7.4 Valeurs de a,

NIRQEEEERRR

+270 +2,50 +2,30 +2,12 +1,91 +1,69 +1,41 + 1,13 + 0,80 + 0,44
+2,02 +2,06 +2,10 +2,14 +2,10 +2,02 +1,95 + 1,75 + 1,39 + 0,80
+1,06 +1,42 +1,79 +2,03 +2,46 +2,65 +2,80 + 2,60 + 2,22 + 1,37
+0,12 +0,79 + 1,43 +2,04 +2,72 +3,25 +3,56 + 3,59 + 3,13 + 2,01
-0,68 +0,22 +1,10 +2,02 +2,90 +3,69 +4,30 + 4,54 + 4,08 + 2,75

=1, 78| = 0,71 + 0,43 + 1,60 + 2,95 + 4,28 + 5,66 + 6,58 + 6,55 |+ 4,73
=1,67|=1,80 -0,08 + 1,04 +2.47 +4.31| 6,34 -+ 8,19 8,82 |+ 6,8
= 1,54 -1,03 - 0,42 + 0,45 + 1,86 + 3,93 + 6,60 + 941 +11,03 + 9,02
-1,04 -0,66 -0,59 -0,05 +1,21 +3,34 +6,54 +10,28 +13,08 +11,41
=0,54|=0,53| = 0,73 =067 =002 205 597 #11.37 #16.,62 41663

+ 0,211=0,23 =064 =0,94 =073 = 0,82 4579 +11,63 £1948 420,67
£0,32| 0,05 =045 = 0,96 =115 = 0,18 5,52 |+ 11,27 421,80 +25,75
40,264 0,04 = 0,28~ 0,76 - 1,29 — 0,87 2,29 +10,55 -+23,50 430,34
+ 0,22+ 0,07 - 0,08 - 0,64 - 1,28 = 1,30 +1,12| +9,67 +24,63 +34,65
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Tableau 7.5 Valeurs de O

+0,013 +0,051 +0,109 + 0,196 + 0,296 + 0,414 + 0,547 + 0,692 + 0,843 + 1,000

+ 0,009 + 0,040 + 0,090 + 0,164 + 0,253 + 0,375 + 0,503 + 0,659 + 0,824 + 1,000

+ 0,006 + 0,027 + 0,063 + 0,125 + 0,206 + 0,316 + 0,454 + 0,616 + 0,802 + 1,000

+ 0,003 + 0,011 + 0,035 +0,078 + 0,152 + 0,253 + 0,393 + 0,570 + 0,775 + 1,000

-0,002 -0,002 +0,012 +0,034 + 0,096 + 0,193 + 0,340 + 0,519 + 0,748 + 1,000

- 0,007 -0,022 -0,030 -0,029 +0,010 +0,087 + 0,227 + 0,426 + 0,692 + 1,000
- 0,008 -0,026 -0,044 -0,051 -0,034 +0,023 + 0,150 + 0,354 + 0,645 + 1,000
- 0,007 -0,024 -0,045 -0,061 -0,057 -0,015 + 0,095 + 0,296 + 0,605 + 1,000
- 0,005 -0,018 - 0,040 - 0,058 -0,065 -0,037 +0,057 + 0,252 + 0,572 + 1,000

-0,001 -0,009 -0,022 -0,044 -0,068 -0,062 +0,002 +0,178 +0,515 + 1,000

0,000 -0,002 -0,009 -0,028 -0,053 -0,067 -0,031 +0,123 + 0,467 + 1,000
0,000 0,000 -0,003 -0,016 -0,040 -0,064 -0,049 + 0,081 + 0,424 + 1,000
0,000 0,000 0,000 -0,008 -0,029 -0,059 -0,060 + 0,048 + 0,387 + 1,000

0,000 0,000 +0,002 -0,003 -0,021 -0,051 -0,068 + 0,025 + 0,354 + 1,000

Tableau 7.6 Valeurs de a, et de Oy

4,82 9,89 18,5 26,3 37,1 67,2 104 144 190 292 408 536 675 825
. 1,59 1,75 2,00 2,28 2,57 3,18 3,68 4,10 4,49 5,18 5,81 6,36 6,83 7,36

sl HEEENCO00CNC0E002
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Valeurs approchées pour 3 > 6

L’effort tranchant est maximal a la base :

La rotation est maximale a la base y’ = 2y°

Coques

V = COY

7.2.4 Formulaire des coques
encastrees a la base

m Casl

Le long d’un méridien :

M(x) = agpoH*

: pression hydrostatique

5 Go2*
Eh

|
!
:
|
|
i
I

Po

Figure 7.13

Tableau 7.7 Valeurs de o

NEGERRRRRRR

+O 0005
+0,0011
+0,0012
+0,0011
+0,0010

+0,0006
+0,0003
+0,0002
+0,0001
0,0000

0,0000
0,0000
0,0000
0,0000

+0,0014
+0,0037
+0,0042
+0,0041
-0,0035

+0,0024
+0,0015
+0,0008
+0,0003
+0,0001

0,0000
-0,0001
0,0000
0,0000

+0,0021
+0,0063
+0,0077
+0,0075
+0,0068

+0,0047
+0,0028
+0,0016
+0,0008
+0,0002

+0,0001
+0,0001

0,0000
-0,0001

+0,0007
+0,0080
+0,0103
+0,0107
+0,0099

+0,0071
+0,0047
+0,0029
+0,0019
+0,0008

+0,0004
+0,0002

0,0000
-0,0002

-0,0042
+0,0070
+0,0112
+001 21
+0,0120

+0,0090
+0,0066
+0,0046
+0,0032
+0,0016

+0,0007
+0,0003
+0,0001
-0,0001

-0,0150
+0,0023
+0,0090
+0,0111
+0,0116

+0,0097
+0,0077
+0,0059
+0,0046
+0,0028

+0,0019
+0,0013
+0,0008
+0,0004

S 0302] E010529
-0,0068 -0,0224
+0,0022 -0,0108
+0,0055 -0,0051
+0,0075 -0,0021

+0,0077 +0,0012
+0,0069 +0,0023
+0,0059 +0,0028
+0,0051 +0,0029
+0,0038 +0,0029

+0,0029 +0,0028
+0,0023 +0,0026
+0,0019 +0,0023
+0,0013 +0,0019

-0,0816
-0,0465
-0,0311
-0,0232
-0,0185

-0,0119
-0,0080
-0,0058
-0,0041
-0,0022

-0,0012
-0,0005
-0,0001
+0,0001

50,1205
-0,0795
-0,0602
-0,0505
-0,0436

=H0355
-0,0268
-0,0222
-0,0187
-0,0146

=0, 012 2
-0,0104
-0,0090
-0,0079
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L’effort normal N(x) selon un paralléle et I'effort tranchant a la base V' (0)
sont obtenus en superposant les résultats des cas 1 et 3 de la coque articulée
a la base, en retenant C; = —M(0) du tableau 7.7.

Valeurs approchées pour 3 > 6
Po 1 Po 1
M©O) = ——>|1- — V) =22 - —
2y° ( vH ] 27( vH J

27%C,
arctan 20

v

Sur la hauteur de la coque, le moment s’annule pour x, =
Le moment positif est maximal a 'abscisse x; = xp + 0,6~/ Rh

= sin yx
Savaleurestde M = ¢ ' (]’0—271 — Cpcos Yxl]
2y
L’effort normal est maximal a I'abscisse x, telle que :

2

2Y CO 1
W(x,) + Y(x9) + — =0
2T NE
et a pour valeur :
2
=y = %2 _ 20y
Iy = ll T 2= Z(.X'z) 70 X(XQ)]P()R

B Cas 2 : pression uniforme

f>:<\ XA

Le long d’'un méridien :

M(x) = a;y pH*

|
i
|
P
|
|
]

Figure 7.14
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B Formulaires de poutres, plaques et coques

L’effort normal N(x) selon un parallele et leffort tranchant a la base
V(0) sont obtenus en superposant les résultats des cas 2 et 3 de la coque
articulée a la base, en retenant C; = —M(0) du tableau 7.8.

Valeurs approchées pour 3 > 6

M) = -2 V) =2

272

7.2.5 Coques partiellement encastrées en pied
et soumises a une pression hydrostatique

L’élasticité de ’appui est caractérisée par : />l<\ X T
|
(0
)
C'0

Les sollicitations sont déterminées en super-

i
|
|
|
|
posant les résultats des cas 1 et 3 des coques arti- !
1

culées a la base (cf. paragraphe 7.2.3). NO= % e K
Au préalable, on calcule le couple C : Figure 7.15
Cp=— 21
Y3 + K

ouy’ ety’ représentent les rotations a la base respectivement sous I'effet
de la pression hydrostatique et sous celui d’'un couple unité.

Les formules du paragraphe 7.2.4 (Cas 1) permettant les calculs de x,
x, M(x ), x, et N(x,) sont valables en attribuant a C_ la valeur trouvée
ci-dessus.
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8.1
8.1.

Stabilite de
equilibre elastique

Dans I’étude des problemes de flambement, déversement, cloquage,
on tient compte de l'influence des déformations sur les conditions
d’équilibre ; a partir d’une certaine valeur des forces extérieures, dite
valeur critique, les déformations ne sont plus proportionnelles aux
forces extérieures, et le principe de superposition n’est plus applica-
ble. On rentre dans le domaine plastique du matériau.

Flambement des pieces éelancées

1 Piece de section constante, comprimee
par une charge axiale : formule d’Euler

- ch

O <=

O
e
F Fa

Figure 8.1

On considere une piece droite a plan moyen, de
longueur /, dont la section L présente un moment
quadratique minimal I, articulée a ses extrémités
et comprimée par une force F croissante.

Le flambement se produit lorsque la force F atteint
la valeur :

(8.1)

F estla force critique de flambement appelée aussi
charge critique d’Euler.
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Domaine plastique et comportements particuliers

Autre écriture de la formule (8.1) :

en posant p = \/% rayon de giration de la section, calculé avec I

minimal, et A = g élancement de la piece,

on trouve pour valeur de la contrainte critique de flambement :
s = (8.2)

Pour une piece soumise a des liaisons diverses a ses extrémités, la charge
critique est donnée par la formule générale :

2
n“El
F,o=m 2 (8.3)

avec m = 1 si la piece est articulée a ses extrémités.

On appelle longueur libre de flambement /, la longueur de la piece
articulée a ses deux extrémités qui aurait la méme force critique F _; il
résulte des formules (8.1) et (8.3) :

/
o = T (8.4)

La pratique revient donc a utiliser la formule (8.1) en substituant la
longueur libre / a L.

Cas de la piéce parfaitement encastrée a ses extrémités

Figure 8.2
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Stabilité de I'équilibre élastique

Cas de la piece articulée a une extrémité et parfaitement encastrée a
Pautre

Figure 8.3

Cas de la piéce encastrée a une extrémité et libre a ’autre

Figure 8.4

Cas de la piece encastrée a ses extrémités, celles-ci pouvant subir des
translations perpendiculaires a ’axe initial de la piece

Figure 8.5
Cas de la piece élastiquement tenue a ses extrémités

Nceuds non déplacables latéralement

Les encastrements partiels sont caractérisés par les

coefficients k, et k, (couple/rotation).
On pose :
1 1 1 El
P = = + — k = —
k kg k, kg /
et
3% + ks + 0,32
K=— (8.5)
3k“p + 0,7ks + 0,16
2 :
_ p2TmTET _ Figure 8.6
Fc = K 52 EO K
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Noeeuds déplacables latéralement

On pose :
1 1
Yo o B = _ET
ky kg €= !
-3 -
g = =
IeA £ /eB
0,4 + pg 0,4 +py
4T 08+ ks BT 0,8 + ks
5, TP40 4 2
Ky=oqt 7 Ky=op 4
Figure 8.7
et: K = Max(Ky et Kp) (8.6)

2
g _ mE hy = 2K
4K (2

8.1.2 Piece verticale comprimée par des charges
axiales appliquées sur la hauteur

B Cas 1 : La piece AB, de longueur / et de section constante, est
encastrée a sa base A et libre a son extrémité supérieure B.

Cas d’une charge p par unité de longueur

La valeur de la charge critique de flambement F_ est
donnée par :

7,83E1
Fc - /2

Ly =112¢ (8.7)

Figure 8.8
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Cas de charges P, a des niveaux x,

Figure 8.9
On peut admettre :
2
T EI Y P
E = \
TTx;
4622131' 1 — cos -,
25)
N g
Tx;
>Pl1— C0S 7~
P

(8.8)

Cas d’une charge p par unité de longueur et d’'une charge concentrée P

en téte

Valeur de la charge critique de flambement :

P
i
F = Bl
52( - 1,26) T
P+ pt y
14 \
Longueur libre de flambement :
\
lo=4,|—2L_ 1126 —
P+ pt Figure 8.10
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B Cas 2 : La piece AB, de longueur /7 et de
section constante, est articulée a ses deux ex-
trémités.

Cas d’une charge p par unité de longueur et d’une

charge concentrée P a ses extrémités

Premiere situation

Valeur de la charge critique de flambement :

n’El
P

¢
p4 Pt
* 2

¢?10,7 + 0,3

Longueur libre de flambement :

ly=1]07——

Deuxiéme situation

Valeur de la charge critique de flambement :

P o’ El
=
+ pl

Longueur libre de flambement :

Domaine plastique et comportements particuliers

O <%
o

o
> > > > e € - - -
©

\,
.

>
)

Figure 8.11

O <

3
- -
o

-

!

—r 0
A

P+ pt

Figure 8.12
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8.1.3 Piece verticale avec encastrement partiel
en pied

Lapieceverticale supporte en téte, supposée libre, une force de compression
axiale P ; 'encastrement partiel en pied est caractérisé par le coefficient k
(couple/rotation).

i P

_ thE]/e
4p0% + 2EIN

2
- El
£, = 24,01 +
0 \ 4ot

£,
(8.9)

Figure 8.13

8.1.4 Piece comprimeée dans un milieu élastique

Le milieu élastique est caractérisé par k, module ayant la ¢
dimension d’une force par le carré d’une longueur. T 9
W
Valeur de la charge critique de flambement : m
2 4 ¢ W e
FE =222 k# (8.10) w
02 m2m* ET m

=

avec m = ﬁﬂi B
B Figure 8.14

Longueur libre de flambement :
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8.1.5 Piece a inertie variable, comprimée par
une charge axiale

La piece AB, de longueur /, est articulée a ses extrémités. La variation de
section est précisée sur la figure ; I, et I sont les moments quadratiques
minimaux des sections.

La valeur de charge critique de flambement est F
donnée par : A
I ‘
o _ D o |02
=k ANNE. W
(8.11) /o
n /
to = 7 1 |
# B
F
Figure 8.15

Le tableau suivant fournit la valeur du coefficient k en fonction des
a [1

rapports - et [—2

Tableau 8.1 Coefficient k

5N
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8.1.6 Poutre comprimeée et flechie, sur appuis
simples

Soit une poutre AB portant dans son plan moyen des charges qui pro-
duisent un moment de flexion p(x) et recevant un effort normal de
compression N.

Le moment de flexion, dans la section d’abscisse x et d’ordonnée y a pour
expression :

M = plx) — Ny

L’action de la force N majore le moment p(x) de la quantité Ny (ou y est
négatif).

N, ‘LPL,,LS/«—N
AT 1 ‘IB

£

A

Figure 8.16

Le moment de flexion maximal s’obtient en amplifiant le moment da aux
seules charges verticales.

Sion suppose le chargement symétrique par rapport a la mi-portée, M est
maximum dans la section a mi-portée et une tres bonne approximation
de sa valeur est obtenue avec la formule suivante :

2
T u
M=M\1+ ——— 8.12
0{ vl - u)] (8.12)
N n2El
en posant: g = Vf avec N, = Ez
M,y t?
et ; V= EIf
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avec M| et f, respectivement moment de flexion et fleche dans la section a
mi-portée, sous I'effet des charges verticales. (Le paragraphe 4.8 donne les
expressions de M et f.).

Cas de la charge concentrée :
2
_ L Pt .48E3[ 0
4 EI PY

Cas de la charge uniforme :

w:+ﬁ_£.384E[:384:96
8 EI sSp*t 40 T

Cas d’une console :

2
T u
M= M1+ —%%
0[ 4y (1— u)] (8.13)
N n’El
en posant : u=-— avec N, ==
N, 4¢
Myl
et: Y= EIf

avec M, moment de flexion a 'encastrement et f, la fleche a 'extrémité
libre. (4 représente la portée de la console ; le paragraphe 4.7 donne les
expressions M et f.)

Cas de la charge concentrée a I'extrémité libre :

2
El Pl
Cas de la charge uniformément répartie :
2 2
yo 222 s
2 EI pl
Cas d’un couple a I'extrémité libre :
2
yoc. L. 28 _,
EI CY
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8.1.7 Poteau d’un portique
m Cas 1 : Portique articulé en pieds
Valeur de la charge critique de flambement :
2 F F
_[m
¢ (E) E[] \J
T b
n = —_—
4 h h h
avec A solution de :
L Am - ,
cotA — —3/][2 =
Figure 8.17
Longueur libre de flambement: ¢y = nh
Valeur approchée de n :
21+ 0,420
" " hh
B Cas 2 : Portique encastreée en pieds
Valeur de la charge critique de flambement :
F F
2
(= \/
(e R
>
_ T
" h h h
avec A solution de :
i 2T
At ' E
tan — =
6hl, Figure 8.18

Longueur libre de flambement: 7y = »nb
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Valeur approchée de n :

8.1.8 Approche réglementaire du flambement
selon ’Eurocode 3 (structures en acier)

La rédaction de I'Eurocode 3 est complexe et dense. Elle n’est par
ailleurs pas entierement finalisée. Parmi les deux méthodes du texte
est présentée ci-apres celle dite “réglementaire” qui peut étre sujette
a de légeres modifications d’ici la validation définitive (qui aura le
statut de norme européenne). Ce paragraphe a pour objet d’appré-
hender brievement les différences entre méthodes théorique et nor-
mative (cette derniere prenant en compte expérimentation).

B Flambement par flexion d’un élément solliciteé
en compression simple

La force critique de flambement F_d’un élément soumis a la compression
simple est égale a :

p _ XBOR,
Tan
avec :
1 sila section est de classe 1,2 ou 3
Bs = Q cﬁ"/ Q sila section est de classe 4

¥, : coefficient de réduction pour le mode de flambement considéré ;
Q) : aire de la section ;
R, : contrainte de limite €élastique de I'acier ;

Y, - coefficient partiel de sécurité pris égal a 1,1 pour les phénomenes
d’instabilité.
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La classe d’une section dépend de sa capacité a résister au voilement local
qui a titre d’exemple pour une section (illustration figure 8.19) :

P ¢moment de flexion p ¢ rotation de section
0 0
""" L ”l”"\ll\ll\ml""‘ M
i s~———n
Classe Modele de Résistance de Capacité de
comportement calcul (section |rotation plastique
concernée) de section
1 M R.
M, Importante
voilement
local 0
S Section Q
2 M Re
My | [y Modérée
4 \
voilement
local 0
! = Section
3 R,
""" SR Absente
voilement
local )
! = Section Q2
4
“““““““ Absente
voilement
local
— > section Q.
Figure 8.19
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» de classe 1, a lieu dans le domaine plastique apres avoir admis des
rotations de section importantes ;

» de classe 4, a lieu avant méme que la contrainte de compression dans
la fibre la plus sollicitée n’atteigne la contrainte de limite élastique R .
Dans ce cas, on définit une section équivalente 2 . en ne conservant
que les zones de résistance efficaces d’une section de classe 3.

Criteére de flambement

On vérifie le risque d’instabilité par flambement lorsque I'élancement
réduit est tel que :

np\ £

ot /,longueur libre de flambement dépend des conditions de liaisons aux
extrémités, p est le rayon de giration de la section calculé avec le moment
quadratique I minimal.

Calcul du coefficient de réduction x

Le coefficient de réduction y est défini par la relation suivante :

X = ! (mais x = 1)

105
¢ + [@2 - 7&2]

— —2
ou: ¢ = 0,5[1 + ok —0,2) + A ] avec o un facteur d’'imperfection dépen-

dant des courbes expérimentales de flambement de la section de la figure 8.20.

% 5 1T 1
; ---— Instabilité -
B i--= élastique -
1

) 0,21 si courbe a
i 0,34 sicourbe b
5 - .
4 0,49 sicourbe ¢
3 0,76 si courbe d
2 I I | | 1 1 ] 1 1

I I D | AN VR (AP (! SN N J—
.1 ] T == T 1 T =1 —

3 : ! : : ! ; ; . A

0 .

0 2 4 6 8 1 12 14 16 18 2 Figure 8.20
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Pour une section et un axe de flambement donnés, la courbe de flambement
appropriée est déterminée par le tableau de la figure 8.21.

Exemple d’application

Poteau IPE 140 (Fig. 8.22), longueur / = 6 m, bi-articulé a ses extrémi-
tés, de caractéristiques géomeétriques et mécaniques : S= 16,43 cm? ;
h=140mm; b=73 mm ; t=7mm; [ =4492 cm*; R, = 240 MPa ;

E =200 000 MPa ; section de classe 1.

2 44,92
Rayon de giration: p = 0 “\i6ss = 1,65 cm

—

Elancement réduit (avec (= () :

I
= lo [BsR, 600 [1x240 |
] fmt — >
M=o\ E ~ w165\ 200000 ~ 102 !
g Y

Coefficient de réduction y : | B
— —2

¢=0,5[1+a(x—0,2)+x ]:9,146 |

|
avec a = 0,34 (courbe b selon fig. 8.21) ! b!

z
i Figure 8.22
dod X = —o5 = 5757 X 107
¢+ [@2 - ]

Force critique de flambement :

o XBsQR. 57,57 x 1077 x 1 X (16,439 x 10%) x 240
0 n L1

= 20649 N
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Type de section Limites Axe de Courbe de
flambement flambement
(Aciers type S235 a S420)

Sections en I laminées hib>12
1= 40 mm Y=y a
% b
40mm<£<100mm |y-¥ b
=L c
bl z hib<12
1< 100 mm Ve 3 b
z2-z c
1> 100 mm y=y d
z2z d
Sections en I soudées 1< 40 mm Ve b

Ir
y
]’f
al
I
‘
(s ]
[¢]

__i_-'___|__ 1;> 40 mm y-y c
1
i ! Z= d
I
Sections creuses laminées a chaud quel qu’il soit a
formées a froid quel qu’il soit b

(en utilisant R, *)
formées a froid quel qu’il soit b

(en utilisant R, *)

Caissons soudés tous les cas sauf celui | quel qu’il soit b
ci-dessous
NRE
3 soudures épaisses et
y 8 y
“——+ |- b/1;<30 8 c
ty | | =
| hit, <30 z-2 []
bl z
Sections en U, L, T et sections pleines quel qu’il soit ¢

LT

* R, : limite d’¢lasticité de 'acier de base ; R__ : limite d’¢lasticité de 'acier écroui.

Figure 8.21
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8.2 Deéversement latéral des poutres

Le déversement latéral est un phénomene de flambement accompagné
de torsion, pouvant intervenir, dans le cas d’'une poutre étroite sans
soutien latéral, pour une valeur critique des charges notablement
inférieure a la valeur correspondant a la résistance a la flexion de la
poutre soutenue latéralement.

Dans les formules qui sui- WL
vent, on utilise les rigidités | I
a 'égard de la flexion laté- 2 []
rale et de la torsion :
B=E, C=Gf

(I, est calculé par rapport a %
I’axe vertical de la section

droite). Figure 8.23

8.2.1 Console
La console a une portée ¢ et une section rectangulaire constante.

m Cas 1: console chargée a son extrémité

La charge critique est P¢
1

4,01 BC |

gz (8.14) % 7 |

Figure 8.24

P —

c

correspondant a un moment critique

_ 401/BC
T4

M

c

(8.15)
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B Cas 2: console uniformément chargée

La densité de charge critique p_a pour valeur :

p
L itdad et
12,85VBC ,,
n= (8.16) %_ -

Figure 8.25

correspondant a un moment critique :

6,424 BC
M, = =~ (8.17)

8.2.2 Poutre sur deux appuis simples

La poutre est de portée ¢ et de section rectangulaire constante. Les
rotations des sections d’appui autour de I'axe longitudinal de la poutre,
sont supposées empéchées.

B Cas 1 : poutre chargeée dans la section meédiane

La charge critique est : P ¢
16,9vBC
L=—3 (8.18) k
! B ¢
correspondant a un moment critique : Figure 8.26

4,23\ BC
{

M, = (8.19)

B Cas 2: poutre uniformement chargeée

La densité de charge critique p_a pour valeur :

p
28,3\ BC Veyyyidiiily
le=—"5— (8.20) C lﬁ
aY A
S —
correspondant a un moment critique : i 8.27
igure 8.
,54+ BC
M, - 357 (8.21)
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B Cas 3: deux moments égaux aux extrémiteés

M M
M =T fc (8.22) Qﬂ ;D
4 ¢

Figure 8.28

B Cas 4 : un moment a une extréemite

M
= —5’56@ (8.23) (La. EI
4 e

Figure 8.29

M

¢

m Cas 5: flexion et compression par deux forces F
excentrées

(M = Fe) —>F el

v BC L

M, = (8.24)

C
th+ i\ﬁ : .
me\ B Figure 8.30

e ~ N - s r
Pour une poutre a section en [ a ailes égales, les valeurs h
précédentes sont a multiplier par un coefficient dont
Y

A i
la valeur est voisine de :

2
‘/1 - % avec 2 = 4Cl;
a Bh

/ est la portée de la poutre, h la hauteur de la section.

Si la poutre a des ailes inégales, de moments |

quadratiques I', et I", par rapport a 'axe ver- gz~ A e

tical de la section, on prendra : ?
] I W}m ”

Ao s ) "2

['2 + ]”2 Figure 8.32

>

Y

Figure 8.31

= EIZ avec [2 =
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8.3 Flambement des arcs et anneaux

8.3.1 Arc de moment quadratique réduit
uniforme

Sa fibre moyenne est funiculaire du systeme de charges appliqué.

B Cas 1: arc articulé aux naissances

La poussée critique a pour valeur :

P
TRRRRRRAT R R RN
_ 4n’El |

8.25
. ; o, /S i
I est le moment quadratique réduit de la
section de I'arc. l.%.‘

Figure 8.33

B Cas 2 : arc encastré aux naissances

n2El
ﬁZ

Q, = 8,18

8.3.2 Arc circulaire

L’arc est de section uniforme, soumis a une
charge radiale uniformément répartie p.

B Cas 1: arc articulé a ses
extrémites

Le flambement a lieu suivant la ligne en
pointillé : i
Figure 8.34

A2 EI
PR gL
: (0&2 J 2 (8.27)
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B Cas 2: arc encastreé a ses extremites

9 E7
P, = (k" — I)F (8.28)

Tableau 8.2

n 60° 120° 180" 240° 300" 360°

k 8,62 4,37 3 2,36 || 2,07 2

8.3.3 Anneau circulaire

[’anneau, de section uniforme, est soumis a une charge radiale extérieure
uniforme :

P == (8.29)

correspondant a un effort normal dans la
section de I'anneau :

N, == (8.30)

Figure 8.35
8.3.4 Tube a section circulaire

Le tube d’épaisseur constante est soumis a
une pression extérieure uniforme.

Pression critique :

E_(hY
e o

h est I'épaisseur du tube.

Figure 8.36
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8.4 Voilement d’une plaque
rectangulaire

On considére une plaque d’épaisseur h simplement appuyée sur
deux bords opposés et soumise sur ces bords a un effort normal de
compression N par unité de longueur ; les deux autres bords présen-
tent des conditions d’appui diverses

1= —
b — <— Nxb
Figure 8.37
Valeur critique de N :
2
nD
Ne=a—— (8.32)
a
T
avec: - 12(1 — 12) (cf. formule 6.1)

a coefficient dépendant des conditions d’appui.

B Cas 1: les cotés de longueur a sont libres

—_—, | —
—_— | —
—_— |
—>, y—
= 1 1 1
o = —_— | —
—_— | —f———
— >
—_—, | —
—_— | —
_’.- -4—
Figure 8.38
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B Cas 2: les cotés de longueur a sont simplement
appuyeés

2 S = e T

. d dZ —i-l l'<_

=<1 g=|l+= — -

b bz —_— :.1_
_’: X

- D

= (-—

g = =1 a:4z—2 — —

(selon Bryan) Figure 8.39

B Cas 3: les cotés de longueur a sont, 'un simplement
appuye, 'autre libre

—_— | ——

o= 1+ G AGE— — —

2 —_— | ——

] |-‘_-

. i |"_

(selon Timoshenko) s | U - —
Figure 8.40

8.5 Cloquage des voiles minces

- - - h

8.5.1 Voile cylindrique
3
Le voile subit des contraintes de compression suivant — N--.__.
les génératrices. _
) R
Si le rapport 5, he dépasse pas 50 a 60, le calcul ,) ¢
théorique de la contrainte de compression fournit la S
valeur suivante : !
2R
h
O = 0’6EE (8.33) Figure 8.41

h et épaisseur du voile, R le rayon du cylindre.
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Si le rapport % dépasse la valeur ci-dessus, et lorsque le cylindre est raidi

par des tympans dont 'écartement est supérieur au rayon du cylindre, les
essais ont montré que la valeur de la contrainte critique est voisine de :

o, = 0,185% (8.34)

(cas de la figure 8.37).

Ces valeurs de contrainte critique de compression sont plus faibles que la
contrainte critique déduite de la formule d’Euler, lorsque le cylindre est
court.

Par contre, si le cylindre est long (cas des tubes d’échafaudage) c’est la
contrainte critique d’Euler qui est la plus faible, et qui est donc détermi-
nante.

8 |

Figure 8.42

8.5.2 Voile sphérique

Le voile a une épaisseur h et un rayon R. La contrainte critique de com-
pression a la méme valeur que la contrainte correspondant a un cylindre
de méme épaisseur et de méme rayon (formule 8.33).

Il est toutefois prudent d’utiliser la formule (8.34) qui tient compte de
légeres imperfections de forme.
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Plasticite

La résistance des matériaux classique, fondée sur I'hypothese de
Pélasticité, ne considere que des corps naturels idéalisés : les corps
élastiques.

Mais la déformation réelle du corps naturel est différente, en général,
de la déformation élastique ; on peut définir la déformation réelle
totale comme étant la somme d’une déformation élastique et d’une
déformation complémentaire : la déformation plastique.

Apres décharge, le corps peut étre soumis a des contraintes dites rési-
duelles non nulles, méme en I'absence de forces extérieures : il est en
état d’auto-contrainte ; cet état résulte d’une déformation imposée
(déformation plastique, dilatation, retrait).

9.1 Lois de la deformation
plastique

Examinons les relations existant entre I’état de contrainte défini par la
seule variable mécanique Q et ’état de déformation défini par la seule
variable géométrique g.
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On distingue :

290

9.2 Etats d’équilibre limite

Pour calculer les charges limites que peut supporter une structure, on
néglige les déformations élastiques et on considere le corps plastique
parfait ; cette hypotheése est valable a condition de vérifier qu’au moment
de la ruine, les déformations de la structure élastoplastique demeurent
petites.
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Plasticité

Dans la méthode cinématique de calcul des charges limites, la structure
est transformée en mécanisme, correspondant a la formation de rotules
plastiques dans le cas d’un systeme de poutres, et a ’écoulement plastique
de certaines barres dans le cas d’un systeme réticulé.

Pour un mécanisme de déplacement donné de la structure, désignons par
W le travail des forces extérieures et par W le travail des forces intérieures,
causées par la déformation plastique ; le coefficient de sécurité est :

Sil’on considére donc’ensemble des nombres ¥’ qui correspondent a tous
les mécanismes de déplacement possibles de la structure, le coefficient de
sécurité effectif y est le plus petit nombre de cet ensemble.

Dans la pratique, on utilise, pour les systemes complexes, la méthode de
superposition des mécanismes.

Exemple : Portique articulé

F

Supposons la section des barres F_»
constante et soit + M, les valeurs limi- i B 3
tes des moments de flexion.

D

a 2a

L

Y

Figure 9.4

a) Sections 1 et 2 plastifiées (premier mécanisme)

W, =2F20 — Fa® = Fa0 —
30 30
W; = 60M, 0 0
oM,
"="& Figure 9.5

e e e e e e e e e e e e e e S e S e e e e S S e S S e e S S S e = e
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b) Sections 1 et 3 plastifiees (deuxieme meécanisme)

W, =Faz0
W, = 20M,, — l
e /S
27 TH
Figure 9.6

c) Sections 2 et 3 plastifiées (troisieme meécanisme)

W, =2Fa20 + 2Fz6 = 4Fz0

i 36
Wi = 60N, 20 B 20
o 3IM,
LER Y Figure 9.7

Y = Min (v}, 75 v3) = 75

Ainsi, cest le troisieme schéma
(figure 9.7) qui représente le méca-
nisme de ruine réel.

Diagramme des moments en phase
plastique

2
M, = 3 Fa Figure 9.8

9.3 Théoreme fondamental
d’adaptation

Considérons un corps soumis a 'action d’un systeme de forces extérieures
variables (F).

Si le comportement du corps était infiniment élastique, a un moment
donné le systeme (F,) donnerait lieu a un état de contrainte Q.
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Plasticité

Si 'on peut trouver un état d’auto-contrainte d’adaptation Q  tel qu’en
tout point du corps la superposition des deux états Q' et Q reproduira un
état élastique, la stabilité sera assurée ; les contraintes résiduelles, résultat
de la décharge élastique, tendent vers les contraintes d’adaptation.

Dans le cas général d’une poutre continue soumise a des charges fixes et a
des surcharges variables, le comportement est élastique si en toute section
on peut vérifier :

M) (x) = M(x) = M/x)

M'l(x) et M/ (x) représentent respectivement le moment limite négatif et
le moment limite positif.

Si cette inégalité n’est pas satisfaite, la poutre sera cependant stable si P'on
peut trouver un moment d’adaptation M (x) (compté positif) tel que :

My(x) = M(x) + M(x) = M,(x) (9.1)

Exemple : Poutre continue a deux travées

égales d’inertie constante

Supposons : Pl P¢

Q_x= A T 7|—‘-
~M(x) = M(x) = M, b el
Figure 9.9

Le calcul élastique conduit a la courbe, en trait plein, des moments de
la figure 9.10.

293




Copyright © 2014 Dunod.

294

Domaine plastique et comportements particuliers

On constate sur appui : M, < M, (moments négatifs). Il est envisagé

un moment d’adaptation M_ tel que :

M, = M, — M,

Soit, aprés adaptation,

— sur appui M’2 = M2 + Ma = Mf€ = _Mﬁ
. , 1
- en travée ]141 = ]\/[1 + EMﬂ

(moments d’adaptation en travée M_/2).

La nouvelle courbe des moments est trace en pointillés sur la figure
9.10.

On constate :
—M, = M(x) + M/(x) = M, Vx

La poutre est stable.

9.4 Application de la théorie
de la plasticite aux plaques

9.4.1 Principe

La théorie de la plasticité présentée dans les paragraphes précédents peut
étre étendue aux plaques. Ci-apres est donnée la valeur du moment m par
unité de longueur, pour divers cas de contours et de charges. La plaque est
supposée isotrope (elle présente le méme moment plastique quelles que
soient la direction et la face de la plaque).
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Plasticité

9.4.2 Plaque circulaire simplement appuyée

sur son contour

m Cas 1: Charge P répartie
a l’intérieur d’un cercle
concentrique

m = i 1 — 2r
21 3R
Sila charge P est concentrée au centre :

P

r=20 mzﬁ

Si la charge P est répartie sur toute la
plaque:

B Cas 2 : Charge linéaire g par
unité de longueur sur une
circonférence intérieure de
rayon b

m = q&(l — %)

m Cas 3 : Charge concentrée
P disposée a la distance a

du centre
_ P [ 2 2
"= nR R 4

Figure 9.13
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B Cas 4: Plaque simplement appuyée sur une partie de
son contour, soumise a une charge concentrée P au

centre

P

2l — & L Q
( 2-|—sm2)

W =

Figure 9.14

9.4.3 Plaque circulaire encastrée sur son
contour

m Cas 1: Charge Prépartie a l’'intérieur d’un cercle
concentrique de rayon r

4TC 3R

Si la charge P est concentrée au
centre :

2r

2b

Si la charge P est répartie sur toute
la plaque :

Figure 9.15
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Plasticité

B Cas 2: Charge linéaire q par unité de longueur sur
une circonférence intérieure de rayon b

_2(, _ &
m—z[l RJ

9.4.4 Plaque circulaire sur quatre appuis

m Cas 1: Charge P concentrée au
centre

m=—

P
5,66

B Cas 2: Charge P uniformement
répartie

. P Figure 9.16
14,1
9.4.5 Plaque circulaire, avec appui ponctuel

au centre, supportant une charge P
uniformément répartie

B Cas 1:Plagque simplement
appuyée sur son contour

_ L
45

m

B Cas 2 : Plaque encastrée sur
son contour

P Figure 9.17
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9.4.6 Plaque annulaire

Elle est limitée par deux circonférences de rayons R et R, supportant une
charge uniformément répartie p et une charge linéaire g par unité de
longueur sur le bord libre.

m Cas 1:Plaque simplement
appuyée sur son contour
extérieur, libre sur son
contour intérieur

Ry — RIRy + 2R
m:P( 2 DRy 1)+qR1

6

m Cas 2: Plaque encastrée sur Figure 9.18
son contour extérieur, libre
sur son contour intérieur

Ky + 2R R, — R
R 2 42 1 % qu 2 1

m Cas 3 : Plaque libre sur son contour exteérieur,
simplement appuyée sur son contour intérieur

R, — R)2R, + R
m:P( ) 1)6( 2 1)+qR2

B Cas 4 : Plaque libre sur son contour extérieur,
encastrée sur son contour intérieur

P _ p2 Ry _
m=—(Ry, = R)"[2 4+ —|+ q(Rz Ry)
6 R,
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9.4.7 Plaque circulaire rigide,
sur sol deformable

Charge P répartie a lintérieur d’un cercle
concentrique de rayon r.

- 3m R

2R

Figure 9.19

9.4.8 Plaque carrée avec une charge P réepartie
sur un carre concentrique

B Cas 1:Plaque simplement
appuyée sur son contour

8 3a

B Cas 2 : Plaque encastrée sur

son contour a

m=|1-2£

P 28 Figure 9.20
16 3a
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9.4.9 Plaque carrée avec conditions d’appui

diverses, supportant une charge P
uniformément répartie

H Casl

Figure 9.21

Cas 3

7
Figure 9.23

Cas 5

/

/3
Figure 9.25

Cas 7

Figure 9.27

e )

m Cas 2
/,

Figure 9.22

mE Cas 4

Figure 9.24

m Cas 6

Figure 9.26

m Cas 8

- -

Figure 9.28

m—= L
48
P
WM = —
35
o — P
41,1
55 = P
10,6
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B Cas 9
wm = li
8,55
Figure 9.29 Figure 9.30
m Cas 1l
=
8
Figure 9.31
B Cas 12

P
Onpose: m = —
P 407

mzmax[ 2 P

Figure 9.32

pUt = 26) pbz]

9.4.10 Plaque carreée rigide
sur sol deformable

Charge P répartie sur un carré
concentrique

Figure 9.33

301




Copyright © 2014 Dunod.

302

9.4.11

Domaine plastique et comportements particuliers

Plaque rectangulaire avec conditions

d’appui diverses, supportant
une charge P uniformément répartie

B Cas 1:Plaque simplement appuyée sur son contour

l‘

b

-
Figure 9.34

B Cas 2 : Plaque encastrée sur son contour

a b
16(l+b+d)

Figure 9.35

B Cas 3 : Plaque simplement appuyée sur trois cotes,

libre sur le quatrieme

Posons o =

Figure 9.36
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B Cas 4 : Plaque encastrée sur trois cotés, libre
sur le quatrieme

Posons o = % < 13

m=@(\f +12—0L)

Figure 9.37

9.4.12 Plaque rectangulaire avec conditions
d’appui diverses, supportant
une charge P concentrée

B Cas 1: Plaque simplement appuyeée sur son contour

b

Figure 9.38

B Cas 2: Plaque encastrée sur son contour

Figure 9.39
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B Cas 3 : Plaque simplement appuyée sur trois coteés,
libre sur le quatrieme

B
m = L ; a
a a
d,  d; 4, 5
b
S >
Figure 9.40

B Cas 4 : Plaque encastrée sur trois cotes, libre sur
le quatrieme

P
7 =
ola a6
d,  dy  d,
" b
" 7
Figure 9.41

9.4.13 Plaque triangulaire appuyée sur
les trois cotés, supportant une charge
P uniformément réepartie

®m Cas 1:Plaque simplement
appuyeée sur son contour

Psin a sin 3 sin ¥

m = 3
3(sin o + sin B + sin y)

Figure 9.42

Cas particulier du triangle équilatéral : m =

31,2
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B Cas 2 : Plaque encastrée sur son contour

Psin o sin 3 sin Y

wm =
6 (sin o + sin 3 + sin y)z

Cas particulier du triangle équilatéral : m = W

9.4.14 Plaque triangulaire appuyeée sur deux
coteés, supportant une charge P
uniformément répartie

B Cas 1: Plaque simplement appuyeée

bord libre

Cas particulier de Tl'angle d’appui

. i
droit: m = < Figure 9.43

B Cas 2 : Plaque encastree
2P

_ ¥
m = tanz

6(4 + (cot a + cot 3) tan Y]

2

Cas particulier de 'angle d’appui droit: m = %
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9.4.15 Plaque triangulaire équilatérale

appuyeée en trois points, supportant
une charge P uniformément répartie

B Cas1: h<8c

P(7 ¢ pcz . 2
W= mag|l————| 3 ——
\/5(18 bJ 6 ‘

B Cas2: h> 8c

o

m — max

6

2l
23 %) |

2
c )A PCZ < a
Figure 9.44

9.4.16 Plaque en forme de quadrilatere convexe
quelconque, supportant une charge
uniformément repartie d’intensite P

Le point O représente linter-
sectiondesbissectricesdesdeux
angles formés respectivement
par deux cotés opposés.

Figure 9.45
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B Casl

B Cas 2

Plaque simplement appuyée sur son contour

wm =

Plaque encastrée sur son contour

W =

Plasticité

PRy
r R
2(1"‘ 7 + ?)

PRy

{

r
1+t

R

r

|
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Dynamique

Dans tous les chapitres précédents, les effets des chargements ont
été considérés sans prendre en compte le parametre temps. Le calcul
dynamique a pour objet de faire intervenir ce parametre temps,
noté t.

Sous I'effet d’'une action variable avec le temps, les sollicitations et
par conséquent les déformations seront des fonctions du temps.
Une masse peut subir au maximum six composantes indépendantes
de déplacement dans un repere de référence donné (on dit quelle a
au maximum six degrés de liberté) : trois translations et trois rota-
tions.

On appelle oscillateur simple, une masse reliée a un support par un
ressort et ne pouvant se déplacer que dans une seule direction (un
degré de liberté).

Létude de I'oscillateur simple est essentielle car le calcul d’une struc-
ture élastique comportant plusieurs masses se ramene a celui d’'un
certain nombre d’oscillateurs simples. U'ensemble de ces oscillateurs
simples constitue un oscillateur multiple.
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10.1 Oscillateur simple avec

translation

Formules fondamentales

On consideére une masse m, reliée a un sup-

port fixe par I'intermédiaire d’un ensemble

ressort-amortisseur caractérisé par :

— sa raideur k (la force de rappel F_est pro-
portionnelle a la translation u: F_ = ku) ;

— son coefficient d’amortissement ¢ (la force
de rappel F est proportionnelle a la vitesse
v=du/dt:F =c-du/dt).

La masse est soumise a 'action d’une force

p(t) variable avec le temps, qui provoque

un déplacement u(¢).

Lécriture de I'équilibre des forces, a un instant #, conduit a I’équation

fondamentale du mouvement :

sens du déplacement

Figure 10.1

2
M(r) + zwg%(r) + wlu(t) = Jall (10.1)
d#? dr m
2 _ k .
en posant : w” =—  (westla pubation)
m
et: E= 27;(0 (€ est I amortisement)

Pour les matériaux habituellement utilisés, & est inférieur a 0,1 et
peut étre de 'ordre de 0,05 pour les matériaux courants (béton,
métal).

La solution de I'équation (10.1) est fournie par l'intégrale de
Duhamel :

0= -1 [ g @ Vo=l (102
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10.1.1 Cas d’un oscillateur libre

Cette situation est obtenue lorsque apres avoir écarté la masse d’'une
distance u, de sa position d’équilibre, on la relache au temps ¢t = 0, avec a
cet instant une vitesse v, et une force p(t) = 0.

La solution de I'équation (10.1) est :

(10.5)

La figure 10.2 représente le mouvement qui est dit pseudo-périodique avec

une période de :

31
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T=2n/0 ’ T=21nw

Figure 10.2

10.1.2 Cas d’une excitation harmonique
L’excitation harmonique est caractérisée par :
p(t) = pysinat

(de telles forces sont souvent engendrées par des machines).

La solution de I’équation (10.1) est :

u(t) =%}[[(§sin 0 — B cos B) sin wz +sin O cos mt]e_gm + sin (ot — 9)] (10.7)

1 2EB

o
en posant B=g A= 0 = arctan

1 — B’ 1 —B?

En fait, tres rapidement, apres un régime transitoire, le mouvement trouve
un régime permanent caractérisé par :

) = 27‘ sinfoe — 0) (10.8)
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Dynamique

On note que sim = o, on a B = 1 d’ou A infini et par conséquent 1 : il y a
résonance.

10.1.3 Cas d’une impulsion

B L’impulsion est caractérisée par la courbe de la figure 10.3

P A
Po[" ‘
‘ . I :
Soit  p(z) = Poz; ‘
(cela peut étre représentatif de I'effet d’une 1 >
explosion). o

Figure 10.3

La solution de I’équation (10.1) est pour 0 = ¢ = ¢

u(t) = P(; F(2§cosmt— sinwt)eﬁgw + wt— 2&]
mw Ly -

20 = (coswt+ Esin (ut)ekgwt]
mw>tg -

> (10.9)

v(r) =

Au-dela de ¢, le mouvement est celui d’un oscillateur libre (formule 10.5)
avec u, = u(t,) etv, = v(t,) des formules (10.9).

B L’impulsion est caractérisée par la courbe de la figure 10.4

: p A
Soit  p(z) = po }
Po
(cela peut étre représentatif de 'application .
instantanée d’une charge). L e #
fo
Figure 10.4
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pour0st=t,

u(t) = P—02[1 — (&sin wr + coswt)e &wt]
mw

- (10.10)

v(r) = %e_ €97 Gin ot

10.1.4 Cas d’une excitation par déplacement
de PPappui

La force extérieure appliquée a la masse est
nulle

pt) =0

Par contre, I'appui n’est plus considéré -
comme fixe ; dans la direction du degré 5(t)
de liberté il subit un déplacement O(t). -
(Cela peut étre représentatif de I'effet d’'un Figure 10.5
séisme.)

On peut démontrer que ce probleme se ramene a I’étude de 'oscillateur simple
dont Pappui est fixe et la masse soumise a une force fictive proportionnelle a
Paccélération de Pappui :

2
d;(t) (10.11)

P ==

L’intégrale de la formule (10.2) permet alors de calculer u(#).
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10.1.5 Cas d’un choc

Considérons une masse m, dans un champ d’accélération  m @
g, tombant d’une hauteur h sur la masse m. L’origine des
temps est d’abord choisie au moment ou la masse m, de
poids P, (P, = m, g) est lachée.

Apres étre tombée d’une hauteur h, elle vient en contact

S 2h
avec la masse m, au bout d’un temps #, = |=; elle est

alors animée d’une vitesse vy =+/2gh. La masse m, est

supposée rester au contact avec la masse . Figure 10.6

Le temps ¢, est pris comme origine pour étudier le mouvement ; u(t) résulte
de I'application de la formule (10.2), en considérant que :

» la force excitatrice est P
> la masse en mouvement est (m + m,) ;

» les conditions aux limites sont pour t =0
_ _ du

(conservation de la quantité de mouvement au moment du contact).

On obtient finalement :

i _
u(t) = ?1 1+ [(%vo — E)sin Wt — cosu)t:|e 502 (10.12)

2 k

avec O =

315
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Application

Cas d’une charge de masse m, tombant d’une hauteur A sur une poutre
sur deux appuis simples de masse m'’ par unité de longueur.

On pose :
m = 0,490m’ YT @ il
P = (m + m)g :
P=mg n !
_ 48EI § m’
s !
|
4 .
i

Figure 10.7
Au droit du point de chute,
lamplitude du déplacement est :

()—il_ + 2_/?’%
ult) = k COs Wt P Sin wf

et celle de la force exercée :
F(t) = ku(t)

Elle a pour valeur maximale :

2hk
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10.2 Oscillateur simple avec rotation

Formules fondamentales

On considére une masse m reliée par une
barre infiniment rigide a un support O carac-
térisé par un ressort angulaire de coefficient
k_(couple de rappel proportionnel a la rota-
tion : k 0) et un amortissement de coefficient
¢ (couple d’amortissement proportionnel a
la vitesse angulaire : ¢_- d6/dt).

La masse est soumise a 'action d’un cou-
ple p(t) variable avec le temps qui conduit Figure 10.8

a un déplacement 0(¢).

Onpeutfaireuneanalyseanaloguea celle conduiteau paragraphe 10.1;

la masse m subit une accélération angulaire M qui provoque au
niveau O un couple : £
240
Ce) = dz: == ]0 (t) (10.13)

On pose m(* = ] , appelé inertie massique. ]0 joue le role tenu par m
dans la formule (J.1).

2
90 + 20 g—(z) Foto) =22 (o1
clt ]()
¢ Ia pulsation, tell 2 _ ke £ =
w est la pulsation, telle que w? = — et & =

Le couple dans le ressort peut étre calculé par I'une des deux métho-
des suivantes :
— soit en considérant le couple de rappel :

C(t) = k. 6(2) (10.15)
—soit en considérant I'inertie massique ], soumise a une pseudo-
accélération :
V() = w® 6()
d’our: Ct) = Jy 7() (10.16)

317




Copyright €

318

10.2.1 Cas du massif indéformable

Pour un ensemble de masses m, reliées rigidement entre
elles et au ressort k , I'inertie massique de I'ensemble est

10.2.2 Cas du parallélépipede

Domaine plastique et comportements particuliers

Jo = Zmit}

Figure 10.9

pOSeé sur un ressort
(par exemple le sol)

@

\a?)
m, 2 o M
="+ 4
]0 12(61 b”) a
m représente la masse totale. Figure 10.10

10.3 Oscillateur multiple

Formules fondamentales

Un oscillateur multiple est composé de p masses m. reliées entre elles
et a une base fixe.

o—o ®
@ *——o @
® (i), ® (i).
(m;) (m;)
@ L 4 @ ®
Figure 10.11

Chaque masse possede un certain nombre de degrés de liberté ; dési-
gnons par n le nombre total des degrés de liberté pour 'ensemble
des p masses. Dans la pratique, on considere trés souvent un seul
degré de liberté par masse (translation) ; le nombre total de degrés de
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liberté est alors égal au nombre des masses. Nous nous plagons dans
ce cas pour la suite.

L'ensemble des forces F. sur chaque masse constitue le vecteur-force
[F]; de méme, 'ensemble des déplacements u. de chaque masse
constitue le vecteur-déplacement [U |. Les vecteurs [F ] et [U ] sont
reliés par la relation :

[F] = [K]U]

ol [K ] est la matrice de rigidité (cf. paragraphe 5.7).
Par ailleurs, lorsque toutes les masses sont accélérées, les forces
d’inertie ont pour valeurs :

d%u;
= m dt;

soit pour I'ensembles des masses :

_anld’u
[F] = [M][ — ]

ou [M | est la matrice diagonale, des masses.

Les matrices [K | et [M | sont d’ordre n X n.

Lécriture de ’équilibre de 'ensemble des forces mises en jeu conduit
a la conclusion que le déterminant de la matrice ([K] — w* [M ])
doit étre nul.

(1 = w2211 = 0 (10.17)

Le développement de ce déterminant conduit a une équation de
degré n en w’ ; sa résolution fournit les valeurs des pulsations w,,
®.,... 0 classées habituellement dans un ordre croissant.

10.3.1 Les modes propres

A chacune des pulsations o, correspond un mode propre de vibration, carac-
térisé par une déformation particuliere de la structure. Cette déformation se
développe en fonction du temps en présentant une période :

27
7= =t
J (x)]'
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10.3.2 Les vecteurs modaux

Pour un mode propre j, chaque masse m_subit un déplacement dﬁ en cas
d’oscillations libres ; 'ensemble de ces déplacements constitue le vecteur
modal [Dj] ; il est déterminé a un coefficient pres, en écrivant :

10.3.3 Effet d’oscillations forcées

Dans le cas des oscillations forcées, chaque niasse m. subit I'excitation
P(1).

Pour chaque mode j, on peut écrire une expression analogue a celle établie
pour Poscillateur simple (10.1) :

d*y; dy; 2;(2)
L 2, =2/
o 28w; D ; (10.19)
en posant m; = Lmd ﬁz ( masse modale)
P j(f ) =2d i 2; () (excitation modale).

La solution de I'équation (10.19) est fournie par 'intégrale de Duhamel :
_ 1 It —Ew;(¢—1) .
(t) = —— (7 o;(¢r—1)]dt (10.20)
10 =5 |, 250 sin[0;(r=1)]

Le déplacement de masses m, dans le mode j est alors :

ARSHOIN
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Pour I’ensemble des modes propres, on obtient par superposition :

j=n

U= X[U;] (10.21)
j=1
Les forces F, sont calculées :
> soit par [F] = [K][U] = ZIK][U;]
_ 5 (10.22)
> soit par [F] = [M]Xo;[U;] = [M][y]

[v] est le vecteur des pseudo-accélérations.

[

"y

, masse modale participative ; pour

* On pose Mj =

I’évaluation des sollicitations, les effets des modes supérieurs a k
peuvent étre négligés si :

k 1
Y M;>09) M;
1 |

* Dans le cas d’une excitation par déplacement de 'appui 8(t), on
peut démontrer que 'étude se ramene a celle du méme oscillateur
supposé fixe au niveau de I'appui, chaque masse étant soumise a
une force excitatrice :

d?s

pi(t) =— mi@-
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Exemple d’application

On consideére une console verticale caractérisée par un module (E) de 32 000
MPa et un moment quadratique (/) de 5 m*. Elle supporte deux masses, l'une
au niveau 1 (+ 24 m) de 100 tonnes, l'autre au niveau 2 (+ 28 m) de 80 tonnes.

Ces masses sont soumises a une impulsion du type  piveau2 @ —
de celle définie au paragraphe 10.1.3, figure 10.3 : 4

niveau 1 ‘ —

t
pe) = Poz,
- 24
avec t, = 0,3 seconde et p,respectivement égal
a 55 kN et 45 kN aux niveaux 1 et 2, dirigée Lw
perpendiculairement a la console. _—
Figure 10.12

Matrice de rigidite [K]

On consideére la console de la figure 10.12, soumise a I'action des forces
f, et f,. Les formules du paragraphe 4.7 (cas 1) permettent de calculer

f

w = 2,88 10 > f; + 3,60 - 10 f, 2
uy = 3,60 - 10 £ + 4,57 - 10" £, f,

(u en m et fen kN) soit sous forme matricielle

_<[2,88 3,60
[U]=[SILF] avec [§] =105 3
3’60 4:57
Figure 10.13
—~ _<| 22,7 —1
—17.9 14,3
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Dynamique

Matrice des masses

~_[100 0
0 80

Recherche des pulsations propres (formule 10.17)

22,7-10° — 10002  —17,9-10°
—~17,9-10° 14,3+10° — 80m>

soit : w? — 40625 0 + 6212500 = 0

dont les racines sont: > = 40500 et 154.

Les principaux résultats sont rassemblés dans le tableau suivant.

Tableau 10.1
154 12,4 0,51 0,8 144 178 178 98,9
2 40 500 201 0,03 -1 1 180 2 180 100

Vecteurs modaux (formule 10.18) :

(22,7 - 10° — 100 x 154)d;; — 17,9 - 10°d;, = 0
posons : di, =1 dj; =08

(22,7 + 10° — 100 X 40500)dy; — 17,9 * 10°d5, = 0

posons : dyy =1 dy=—1
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Masses modales et masses modales participatives

2
2 (zm‘fdﬁ)
m;=Zmdj M=,
2
+
my =100 x 0,8 + 80 x 1% = 1441 M1=(100 a 0’1844 80X 178,
2
—100x1+80x1
my =100 X 1+ 80 x 1 =180z M2=( 30 "y

On constate que le premier mode est largement prépondérant, M,
représente pratiquement la totalité de la masse. L’effet de I'excitation
sera donc etudié sous I'effet du seul premier mode.

Effet de 'impulsion

Fonction y,(t) (formule 10.20) ; la solution de I'intégrale est donnée par la
formule (10.9) :

Po1

mwy it

y(8) = [(ZECOS Wt~ singulr)(—::_gt’“”r + Wt~ 2{:,]

p,, est 'excitation modale correspondant au premier mode :

Po1 = 2d,.py. = (0.8 X 55 + 1 x 45) = 89 kN

89
144 x 12,4% x 0,3

N0 = [(2 x 0,05 cos 12,47 — sin12,4z)e 07124
+12,4r — 2 X 0,05] =1,08 - 10_314(1!‘)

en posant A(t) = (0,1 cos 12,4¢ — sin 12,4¢)e~ 002 + 12,4¢ — 0,1
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Dynamique

Déplacements : [U] = [U] = y@)D]

u = 1,08 - 1077 A(r) x 0,8 = 0,86 - 10 > A(t) m
uy =1,08+10 > A() x 1=1,08 - 10 > A(t)m

Forces : [F] = [K][U]

£1=22,7+10° X 0,86+ 10 > A(H) —17,9+10° x 1,08 - 10> A(z)
=19 A(z) kN

fo==17,9-10° x 0,86 - 10 > A(z) + 14,3 - 10° x 1,08 - 10" > A(#)
=5A(t) kKN

Moment a I'’encastrement :
M =19A(t) X 24 + 5A(t) x 28 = 600A(z) kN/m
t=0,3s Al)=4 M = 2400kN.m

Au-dela de 0,3 s, l'oscillateur est libre ; a partir de la formule (10.5), on
obtient :

M = (122 sin 12,4t + 2 400 cos 12,4¢)e %% (kN/m)

en réinitialisant le temps a 0,3 seconde.

rM

\/\/\/\ ------- .
\/ AR VS ae Sooh :
o M-

2 | \/-

E [’ oscillations libres

Figure 10.14
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Formule de Rayleigh

Domaine plastique et comportements particuliers

10.4 Pulsation du mode propre

fondamental

m»

des vibrations

-

Figure 10.15

On consideére une poutre quelconque de masse négligeable et soli-
daire de p masses m_. Par des considérations énergétiques, on peut
relier la pulsation du mode propre fondamental (mode propre pré-
sentant la plus faible pulsation) a la déformée statique de la poutre
sollicitée par des forces m gdirigées parallelement a la direction des
déplacements de vibration.

w? =gt (10.23)

P
Emizi
1]
Vi
2
z
1

miz

La méthode s’applique non seulement aux poutres droites, mais aux
poutres courbes, portiques, arcs, plaques...
Cas particulier d’une seule masse

o
0 =z
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Dynamique

10.4.1 Formulaire dans le cas de masses
uniforméement réparties

Tableau 10.2 Valeur de k

|

B Cas 1: poutres a une traveée

2 k=12,4
>, EH |
w® = k—r
mt A 7AN k=97,4
ou m est la masse répartie par unité de
longueur ; A k=237
k dépend des conditions d’appui ;
( est la portée. e

B Cas 2: portiques a deux montants articulés

On reprend les notations du paragraphe 5.7.3 (cas 3) ; de plus, on note
respectivement m, et m, les masses réparties sur les montants et la traverse.
L’excitation est supposée parallele a la traverse.

u)2 _ 12E7

2044% + 168k + 35

2
Ch7| @k + Dmyt + 2mh=—cr "

B Cas 3: arcs a deux articulations

On reprend les notations du paragraphe 5.8.1 ; de plus, on note f la fleche

de I'arc et on pose § = R

On suppose Q' et I' constants. L’excitation est parallele a 'axe x de la
figure 5.140.

Cas d’un arc parabolique :

) _ 120E7"
(0,076 + 1,18%) me*

Q)
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Cas d’un arc sinusoidal :

w

2 _

120E]

(0,077 + 0,848%)me*

B Cas 4 : plaques rectangulaires

On considére une plaque rectangulaire de portée a et b (a = b) et

d’épaisseur h ; m est la masse par unité de surface.

328

w? =k

W

ma

4

Tableau 10.3 Valeurs de k

33,2

47,7

110

17,3

30,4

62,1

153510

25,6

51,4

11,2

23,6

48,2

10,3

22.6

45,8

Domaine plastique et comportements particuliers

8,3

20,3

42,7
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m Cas 5: plaques circulaires

On considere une plaque circulaire de rayon a et d’épaisseur h ; m est la
masse par unité de surface.

2 ER>
w2 = pLE7

md4

plaque simplement appuyée: £ = 1,8 ;

plaque encastrée : k=9.

Pour un élément de structure, on appelle masse concentrée équiva-
lente m" en un point, une fraction de la masse répartie totale qui,
appliquée en ce point, donne le méme comportement dynamique
que la masse répartie ; pour obtenir m', il suffit d’écrire ’'équivalence
des pulsations du mode fondamental. Par exemple :

B Cas d’une console : masse concentree équivalente
en téte

2 _ 12,4FE1 _ 3E]
(D = =

3 soit m' =0,24m/
ml4 m' (-

B Cas d’une poutre sur deux appuis simples,
en son centre

2 98FE] _ 48FE]
@ = T3
ml* m'l

soit m' =0,49m/

B Cas d’une plaque carrée simplement appuyée,
en son centre

3 3
w2 = 332 = Lh . soit  m' = 0,24ma?
md 0,127m'a
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A

Anneau 34, 158
circulaire 285
flambement 284

Appui
dénivelé 109,115
élastique 129,137
élastique continu 243

Arc
a deux articulations 192,327
a trois articulations 67
circulaire 284
circulaires 200
de circonférence 35
de moment quadratique réduit
uniforme 284
de parabole 36
encastré 193
flambement 284
hyperstatique 191
parabolique 90, 196

As de carreau 168

Axe neutre 8

Axes principaux 7

Barré (théoreme) 61
Bow-string 195
Bresse
(formule) 49,191
(terme) 192

C

Cable tendu 84,110,116
Cadres fermés 188
Castigliano (théoreme) 44, 94
Centre
de pression 8
de surface 25, 30
de torsion 13
Cercle 29
de Mohr 18
Changement d’axe 26
Charge
axiale 88
parabolique 82,109,115
répartie partielle 198
trapézoidale 81,109,114
triangulaire 72,78,79, 80, 107,
108,113,114, 145
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uniforme partielle 75,76, 106,
112
Choc 315
Clapeyron
équation 119
théoreme 43
Coefficient
de raideur de la plaque 205
de sécurité 23
de souplesse 103
Console 281
formulaire 71
potence 57
Contraintes 3
admissibles 23
de cisaillement 11, 15
normale 5,6,7
principales 19
Coques cylindriques 252
Coupole sphérique 247
Courbe intrinseque 21
Cremona (tracé) 65

D

Déformation plastique 289
Dénivellations d’appui 121
Déplacement de 'appui 314
Déversement des poutres 281
Duhamel (intégrale) 320

E

Effort
alterné répété 24
de glissement longitudinal 12
normal 4,5
tranchant 4, 10, 14

ide-mémoire de résistance des mateériaux

Elancement de la piece 266
Ellipse 35

Equation des trois moments 119
Etats limites 23

Euler (charge critique) 265
Excitation harmonique 312

F

Flambement 265

selon ’Eurocode 3 276
Flexion

composée 8

déviée 7

plane simple 6
Fontviolant (équation) 48
Forces extérieures (travail) 43
Fréquence 311

G
Gradient de température 110, 116,
204,244

H
Hooke (loi de) 4

Impulsion 313
Inertie massique 317

L
Lagrange (équation) 206
Lignes d’influence 52,97,98, 126
Limite d’endurance 24
Losange 28

Masse modale participative 321
Massif 21
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Matrice

de rigidité 172,319

des masses 319
Maxwell-Betti (théoréeme) 45,53,

97,117

Menabrea (théoreme) 44
Méthode des rotations 176
Mode propre fondamental 326
Modes propres 319
Module

d’élasticité 5,12, 15

de réaction 137
Mohr

cercle 18

formule 46, 67
Moment

de flexion 4,6, 10

de torsion 4, 13,15

produit 26

quadratique 7,25

quadratique polaire 16

statique 25

N

Navier-Bernoulli (hypothese) 4
Noyau central 9

O
Oscillateur
libre 311

multiple 318
simple 310,317

P

Paraboloide hyperbolique 250
Plaque
annulaire 237

Index

carrée 299, 300, 301

circulaire 232,295,329
elliptique 240

rectangulaire 207,209, 302, 303,
304, 305, 306

rectangulaire (voilement) 286
triangulaire 241

Portique 70, 169,275,327
Potentiel interne 43
Poutre

accordéon 87

a une travée 327

avec appuis rotulés 88
circulaire 152,155,157
continue 119

croisée 134

d’axe vertical 89
demi-infinie 142

finie 149

infinie 140

infiniment rigide 131, 133
sur appuis simples 74,273,282
sur deux appuis de niveaux
différents 85

warren 66

Poutre infiniment rigide 136
Poutres

aune travée 101

Profilés minces ouverts 17
Pulsation 310,317,326

R

Rayleigh (formule) 326
Rayon

de courbure 7
de giration 26
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334

Rectangle 27
Ritter (méthode) 66

S
Saint-Venant (principe) 5
Section
circulaire annulaire 40
enT 27
rectangulaire 9, 16,17, 37
Sophie Germain (équation) 206

-

Trapeze 29
Travaux virtuels 47
Treillis 36,63

ide-mémoire de résistance des mateériaux

Tresca (critere) 24
Triangle 28
Tube 285
mince fermé 18
mince ouvert 17

V

Vecteurs modaux 320
Voile

cylindrique 287

mince 246,287

sphérique 288
Voilement 286
Von Mises (criteres) 24
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